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A. NAZIV PREDMETA

LINEARNA ALGEBRA | ANALITICKA GEOMETRIJA

B. ODREDENJE PREDMETA

Linearna algebra i analiticka geometrija su oblasti iz kategorije fundamentalnih i klasicnih tema
matematike. SadrZaji koji su odredili ove discipline javljaju se kroz pokusSaje rjeSavanja brojnih
prakti¢nih problema, na samim pocecima stvaranja matematicke misli. Arhimed je u Ill vijeku prije
nove ere odredivao poloZaje brodova na moru mjereci rastojanja prema zvijezdama u vasioni. Takav
zadatak je izlazio iz domena elementarne geometrije u kojoj se brojevima izrazavaju samo veli¢ine
geometrijskih objekata, a ne polozaj objekata u odnosu na fiksirane tacke. Velika Dekartova ideja da
se tackama u ravni i prostoru pridruzuju koordinate omogucila je da se razni geometrijski likovi opisu
algebarskim jednacinama, nejednacdinama ili sistemima jednacina i nejednacina, i dovela je do
prirodne sinteze geometrije i algebre. Ovim je Siroko otvoren prostor za dalji procvat matematike.
Naravno, sa izgradnjom matematike, razvijanjem metoda i matematickog jezika, linearna algebra i
analiticka geometrija su mijenjale oblike i nacine predstavljanja, ali je osnovna naucna nit saCuvana.

a) Polozaj, primjena i namjena predmeta

Nastavni predmet Linearna algebra i analiticka geometrija, za koji je uraden ovaj program, pripada
opsteobrazovnoj grupi predmeta u MATEMATICKOJ GIMNAZUI. lzucava se u tre¢em razredu sa tri ¢asa
sedmicno.

b) Broj casova i oblici nastave

Razred Sedmicni Ukupno Obavezni Otvoreni Teorijska Vjezbe i
broj ¢asova casova dio dio nastava ostali
(80-85%) (15-20%) vidovi
11 3 108 92 16 38 54

Obavezni dio — ukazuje na broj ¢asova za koje se definiSu ishodi u ovom programu. U okviru obaveznog
dijela zastupljena je teorijska nastava, vjezbe i ostali vidovi nastave.

Teorijska nastava — podrazumijeva ¢asove na kojima se dominantno uvode novi sadrzaji.

Vjezbe i ostali vidovi — odnose se na ¢asove koji su dominantno posveceni ponavljanju, uvjezbavanju,
ocjenjivanju i sl.

Otvoreni dio — odnosi se na casove Cije ishode planira skola (nastavnik, odnosno aktiv matematike
$kole u saradnji sa roditeljima, uéenicima?, lokalnom zajednicom).

1 Svi izrazi koji se u ovom materijalu koriste u muskom rodu obuhvataju iste izraze u Zenskom rodu.



Napomena: PredlozZeni fond ¢asova za teorijsku nastavu (novi pojmovi i sadrzaji) i vjezbe i ostali dio
nastave dat je orijentaciono i on moZze biti veci ili manji za nekoliko ¢asova.

C. CILJEVI PREDMETA

Ciljevi u nastavi predmeta Linearna algebre i analiticka geometrija ostvaruju se kroz realizaciju i
dostizanje saznajnih i procesnih ciljeva. Saznajni ciljevi obuhvataju o¢ekivanja o tome koja znanja ée
ucenik steéi usvajanjem matematickih sadrzaja datih u program, dok procesni obuhvataju ocekivanja
o tome koje vjestine, stavove i vrijednosti ¢e ucenik razvijati u procesu ucenja predmeta Linearna
algebra i analiticka geometrija.

Kroz saznajne ciljeve ucenici treba da:

— usvoje matematicka znanja potrebna za pracenje toka savremenog razvoja linearne algebre i
analiticke geometrije;

— usvoje osnovna sredstva i metode linearne algebre;

— usvoje klasicne pojmove i pratece tehnike linearne algebre — linearne jednacine, matrice,
determinante;

— usvoje odnose linearnih i kvadratnih algebarskih jednacina, s jedne, i geometrijskih pojmova i
objekata — prave, ravni, krive drugog reda, s druge strane;

— usvoje opstu i apstraktnu formu osnovnih pojmova savremene linearne algebre — linearni ili
vektorski, euklidski linearni prostori;

— ovladaju koordinathnom metodom u radu sa geometrijskim problemima i zadacima;

— znaju da rjesavaju konkretne zadatke iz fizike, hemije, biologije i geografije upotrebom sredstava
i metoda linearne algebre i analiticke geometrije.

Kroz procesne ciljeve ucenici treba da razvijaju:

— sposobnost logickog, kritickog i apstraktnog misljenja;

— vjestine i sposobnosti formulisanja problema;

— sposobnost rjeSavanja problema;

— vjestinu koris¢enja nekih od kompjuterskih programa, npr. geogebra;

— sposobnost da prepoznaju situacije u svakodnevnom Zivotu u kojima se mogu primijeniti
matematicka znanja;

— inovativnost;

— kreativnost;

— osjecaj za saradnju i timski rad.

D. POVEZANOST SA DRUGIM PREDMETIMA | MEDUPREDMETNIM TEMAMA

Veza Linearne algebre i analiticke geometrije sa drugim predmetima i medupredmetnim temama
pokazuje svrhu i znadaj njenog ucenja. Medupredmetne oblasti/teme u opSteobrazovne programe
ukljuCuju sadrzaje koji nijesu dio standardnih Skolskih disciplina. One doprinose integrativnom i
sveobuhvatnom pristupu u obrazovanju.

Mogud, orijentacioni prijedlog korelacije je u tabeli.



Tema

Korelacija

1. Algebarske strukture

Matematicka analiza sa algebrom:
— Skupovi brojevaZ, Q, R, C
Matematicka logika

2. Matrice, determinante i sistemi linearnih
jednacina (SLJ)

Fizika:
— Drugo Kirhofovo pravilo (rjeSavanje
sistema linearnih jednacina)
Hemija:
— RjeSavanje zadataka (linearne
jednacine i sistemi linearnih
jednacina)

3. Vektorska algebra

Fizika:

— Vektorske veli¢ine, slaganje sila,
opisivanje kretanja tijela u ravni
pomocu vektora, obrada pojma
rada, drugi Njutnov zakon, slozeno
kretanje, kruzno kretanje, moment
sile, zakon odrZanja impulse,
elektromagnetno polje, Lorencova
sila, moment impulse.

Geometrija:
— Primjena vektora u geometriji.

4. Jednacina prave i ravni

Fizika:
— Direktna proporcionalnost  dvije
fizicke velicine, jednacina prave
svjetlosnog zraka kroz tacku.

5. Krive drugog reda

Astronomija:

— Kretanje nebeskih tijela.
Fizika:

— Jednacina kretanja tacke, kosi hitac,

zakoni refleksije.

Gradevinarstvo — dizajniranje velikih objekata
(rashladni sistemi nuklearnih elektrana, objekti
sa lukovima...).

6. Vektorski prostori

Fizika:
— Kvantna mehanika, fazni prostori
Cestice.
Analiza:

— Vektorski prostor polinoma, funkcija
Kvaternioni — pomocu kvaterniona se opisuju
prostorne rotacije koje se primjenjuju u 3D
racunarskoj grafici, teorijskoj mehanici... PoloZaj
svemirskih satelita u orbiti kontrolise se pomocu
kvaterniona.




E. OBRAZOVNO-VASPITNI ISHODI PREDMETA

Za obrazovno-vaspitne ishode predmeta Linearna algebra i analiticka geometrija koris¢eni su aktivni
glagoli Ciji je nivo zahtjeva detaljno razraden u poglavlju F — Didakti¢ke preporuke za realizaciju
predmeta.

Obrazovno-vaspitni ishod 1
ALGEBARSKE STRUKTURE
Na kraju izucavanja ove teme ucenik ¢e moci da primijeni steCena znanja u razlicitim oblastima
matematike i drugim naucnim disciplinama.
Ishodi ucenja
Tokom ucenja ucenik ¢e moci da:
— definiSe binarnu operaciju i grupoid;
— ispita svojstva komutativnih i asocijativnih grupoida;
— identifikuje asocijativni grupoid sa polugrupom ili semigrupom;
— navede svojstva neutralnog (jedinicnog) elementa u grupoidu;
— zakljuci da u grupoidu postoji najvise jedan neutralni element;
— navede svojstva medusobno inverznih elemenata u grupoidu;
— zakljuci da u grupoidu sa jedinicom svakom elementu pripada najvise jedan inverzni
element;
— definiSe grupuy;
—  zakljuci da u grupi postoji tacno jedan neutralni element;
— zakljuci da svakom element grupe pripada ta¢no jedan inverzni element;
— ispita (provjerom svojstava) da li je data algebarska struktura sa jednom operacijom
grupa;
— objasni zakon kancelacije koji vazi u grupi;
— definiSe podgrupu;
— rijeSi zadatke u kojima se ispituje da li je zadata agebarska struktura podgrupa date
grupe;
— navede formulaciju LagranZeove teoreme;
— definiSe prsten, tijelo i polje;
— rijeSi zadatke u kojima se ispituje (provjerom svojstava) da li je data algebarska
struktura sa dvije operacije prsten, tijelo ili polje.
Didakticke preporuke za realizaciju obrazovno-vaspitnog ishoda:

a) Sadrzaji/pojmovi: binarna operacija; grupoid; polugrupa; grupa; grupa permutacija; podgrupa;
LagranZova teorema; prsten; tijelo; polje; polje ostatka po modulu m.

b) Aktivnosti ucenja
Ucenici:
— navode primjere binarnih operacija i grupoida;
— samostalno provjeravaju komutativnost i asocijativnost konkretnih grupoida;
— uzadatom grupoidu odreduju neutralni element i inverzni element zadatog elementa;
— samostalno provjeravaju da li je zadati grupoid grupa;
— samostalno provjeravaju da li zadati podskup grupe ¢ini podgrupu;
— samostalno dokazuju da li je zadata algebarska struktura sa jednom operacijom grupa;
— navode primjere prstena, tijela i polja sa naglaskom na primjere izu¢avane u sklopu ranije
odslusanih predmeta;
— samostalno dokazuju jednostavna svojstva prstena (tijela, polja);




— samostalno proveravaju da li je zadata algebarska struktura sa dvije operacije prsten (tijelo,
polje);
— saraduju u timu u rjeSavanju sloZenijih problema.

c) Broj Casova realizacije (orijentaciono): 10 ¢asova.

Obrazovno-vaspitni ishod 2

MATRICE, DETERMINANTE | SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA (su)

Na kraju izu¢avanja ove teme ucenik ce moci da primijeni svojstva determinanti i matrica pri
rjesavanju razlicitih problema kao i da primijeni odgovarajuce metode i tehnike za rjesavanje
konkretnih sistema linearnih jednacina.

Ishodi ucenja
Tokom ucenja ucenik ¢e moci da:
— objasni osnovne pojmove u vezi sa matricama;
— sprovede postupak sabiranja matrica;
— primijeni svojstva operacije sabiranja matrica;
— sprovede postupak mnoZenja matrice brojem;
— primijeni svojstva operacije mnoZenja matrice brojem;
— sprovede postupak mnoZenja matrica;
— primijeni svojstva operacije mnoZenja matrica;
— objasni elementarne transformacije vrsta i kolona matrica;
— odredi transponovanu matricu date matrice;
— definiSe determinantu;
— primijeni svojstva determinante;
— objasni kako se mijenja vrijednost determinante u zavisnosti od tipa elementarne
transformacije;
—  primijeni Sarusovo pravilo;
— primijeni Laplasovu teoremu;
— prepozna regularnu matricu;
— odrediinverznu matricu za zadatu regularnu matricu;
— definiSe osnovne pojmove u vezi sa SLJ;
— zapiSe SLJ u matricnom obliku;
— primijeni Gausov metod za rjeSavanje SLJ;
— definiSe rang matrice;
— navede svojstva ranga matrice;
— zakljuci da se elementarnim transformacijama ne mijenja rang matrice;
— formuliSe Kroneker-Kapelijevu teoremu;
— rijeSi SUJ primjenom Kroneker-Kapelijeve teoreme;
— objasni Kramerovo pravilo za kvadratne SLJ;
— rijeSi SLJ primjenom Kramerovog pravila

Didakticke preporuke za realizaciju obrazovno-vaspitnog ishoda:

a) Sadrzaji/pojmovi:

Ucenici:

— matrica, nula matrica, trapezna (trougaona) matrica, kvadratna matrica, dijagonalna
matrica, jedinicna matrica, suprotna matrica;

— sabiranje i oduzimanje matrica, mnoZenje matrice brojem, mnoZenje matrica, matricni
polinom;

— transponovana matrica;

— elementarne transformacije vrsta i kolona matrice, ekvivalentne matrice;
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— determinanta, minor, algebarski komplement;

— primjena elementarnih transformacija na izracunavanje determinanti;

— Sarusovo pravilo;

— Laplasova teorema;

— inverzna matrica, regularna matrica, adjungovana matrica;

— rang matrice, stav o baznom minoru, elementarne transformacije i rang matrice;

— sistemi linearnih jednacina (SLJ), homogeni SLJ, kvadratni SLJ, saglasan (odreden,
neodreden) i nesaglasan SLJ, matri¢ni zapis SLJ, matri¢na jednacina;

— Gausov metod;

— Kroneker-Kapelijeva teorema;

— Kramerovo pravilo.

b) Aktivnosti ucenja
Ucenici:
— samostalno racunaju zbir dvije matrice i proizvod matrice i broja;
— primjenom elementarnih transformacija svode zadatu matricu na trougaoni oblik ili
stepenasti oblik;
— objasnjavaju za koje matrice A i B postoji proizod AB i u konkretnim primjerima racunaju
taj proizvod;
— navode primjere koji pokazuju da mnoZenje matrica nije komutativno;
— racunaju stepene kvadratnih matrica;
— racunaju vrijednosti matri¢nih polinoma;
— dokazuju da za komutativne kvadratne matrice vaze formule za kvadrat zbira i razliku
kvadrata;
— primjenjuju Sarusovo pravilo i ra¢unaju vrijednost determinante treéeg reda;
— koriste svojstva determinanti i raCunaju njihovu vrijednost u sloZenijim slucajevima;
— samostalno odreduju inverznu matricu zadate matrice;
— primjenjuju elementarne transformacije i odreduju rang matrice;
— samostalno rjeSavaju SLJ Gausovim metodom;
— samostalno rjesavju SLJ primjenom Kroneker-Kapelijeve teoreme;
— samostalno rjesavaju SLJ primjenom Kramerovog pravila;
— samostalno rjeSavaju homogene SLJ;
— saraduju u timu u rjeSavanju sloZenijih zadataka;
— koriste GeoGebru za:
*  provjeru rezultata operacija sa matricama,
* odredivanje inverzne matrice, adjungovane matrice,
*  graficko prikazivanje rjesenja SLJ,
*  primjenu matrica kod razli¢itih transfomacija u ravni i prostoruy, ...
— rade seminarske radove i prezentacije na temu primjena matrica.

c) Broj casova realizacije (orijentaciono): 30 ¢asova.

Obrazovno-vaspitni ishod 3

VEKTORSKA ALGEBRA

Na kraju izucavanja ove teme ucenik ¢e moci da primijeni znanja iz vektorske algebre za
dokazivanje osnovnih teorema u vezi sa odgovarajucim sadrZajem kao i za primjenu u razlictim
oblastima matematike i drugim naucnim disciplinama.

Ishodi ucenja

Tokom ucenja ucenik ¢e moci da:
— objasni osnovne pojmove u vezi sa vektorima;
— sprovede postupak sabiranja vektora;




— primijeni osnovna svojstva operacije sabiranja vektora;

— sprovede postupak mnoZenja vektora skalarom;

— primijeni osnovna svojstva operacije mnoZenja vektora skalarom;

— odredi linearnu zavisnost ili linearnu nezavnisnost sistema vektora;

— objasni pojam baze vektora;

— zakljuci da svaka dva nekolinearna vektora ravni ¢ine bazu te ravni;

—  zakljuci da svaka tri nekomplanarna vektora prostora cine bazu tog prostora;

— zakljuci da se svaki vektor na jedinstven nacin moze prikazati kao linearna kombinacija
vektora baze;

— objasni Sta je koordinatni sistem u ravni, odnosno u prostoru i kako se odreduju
koordinate ta¢aka u tim sistemima;

— prepozna koordinate vektora;

— primijeni pravila za obavljanje osnovnih operacija sa vektorima pomocu njihovih
koordinata u zadatoj bazi;

— primijeni formulu za odredivanje rastojanja izmedu dvije tacke zadate koordinatama;

— primijeni formulu za odredivanje koordinate tacke koja zadatu duz dijeli u zadatom
priodnosu;

— definiSe ortogonalnu projekciju vektora;

— definiSe skalarni proizvod vektora;

— primijeni osnovna svojstva skalarnog proizvoda vektora;

— definiSe vektorski proizvod vektora;

— primijeni osnovna svojstva vektorskog proizvoda vektora;

— definiSe mjeSoviti proizvod vektora;

— primijeni osnovna svojstva mjeSovitog proizvoda vektora;

— rijeSi probleme iz geometrije primjenom skalarnog, vektorskog i mjesovitog proizvoda;

— primijeni znanje iz vektorske algebra na rjeSavanje zadataka iz fizike.

Didakticke preporuke za realizaciju obrazovno-vaspitnog ishoda:

a) Sadrzaji/pojmovi: vektor kao usmjerena duz; nula vektor; intenzitet vektora; kolinearnost i
komplanarnost vektora; uporedivanje kolinearnih vektora po smjeru; jednakost vektora;
suprotan vektor; sabiranje i oduzimanje vektora; mnoZenje vektora skalarom; linearna
zavisnost i nezavisnost vektora; baza u ravni (prostoru); razlaganje vektora po bazi; koordinatni
sistem u ravni odnosno u prostoru; koordinate vektora u bazi; operacije sa vektorima zadatih
pomocu koordinata; rastojanje izmedu dvije tacke; podjela duZi u zadatom odnosu; skalarna
projekcija vektora; skalarni proizvod vektora; vektorski proizvod vektora; mjesoviti proizvod
vektora.

b) Aktivnosti ucenja
Ucenici:

— rjeSavaju geometrijske zadatke koristeci vektore;

— utvrduju linearnu zavisnost ili linearnu nezavisnost sistema vektora;

— odreduju koordinate vektora u zadatoj bazi;

— samostalno racunaju sa vektorima koristeci njihov koordinatni prikaz;

— samostalno rjeSavaju zadatke primjenom formula za rastojanje izmedu dvije tacke i
podjelu duzi u zadatom odnosu;

— koristeéi formulu za skalarni proizvod u funkciji koordinata samostalno rjeSavaju
zadatke u kojima treba odrediti ugao izmedu dva vektora i algebarsku projekciju
vektora na pravy;

— obja$njavaju geometrijsku interpretaciju vektorskog proizvoda;




koristeéi formulu za vektroski proizvod u funkciji koordinata samostalno rjeSavaju
zadatke u vezi sa povrSinama trougla i paralelograma i zadatke u vezi sa kriterijumom
kolinearnosti;

koriste¢i formulu za mjeSoviti proizvod u funkciji koordinata samostalno rjeSavaju
zadatke u vezi sa zapreminom paralelopipeda i zadatke u vezi sa kriterijumom
komplanarnosti;

saraduju u timu u rjeSavanju sloZenijih problema;

koriste GeoGebru za demonstracije vektora i operacije sa vektorima;

pripremaju seminarske radove i prezentacije koji se odnose na primjenu vektora.

c) Broj &asova realizacije (orijentaciono): 14 ¢asova.

Obrazovno-vaspitni ishod 4

JEDNACINE PRAVE | RAVNI

Na kraju izucavanja ove teme ucenik ¢e mo¢i da primijeni koordinatni metod pri rjeSavanju
geometrijskih zadataka.

Ishodi ucenja
Tokom ucenja ucenik ¢e moci da:

prepozna razne oblike jednacine prave u ravni;

primijeni odgovarajuéi oblik jednacine prave u ravni;

objasni geometrijsko znacenje koeficijenata k i n u eksplicitnom obliku jednacine
pravey = kx +n;

primijeni uslove paralelnosti i normalnosti dvije prave;

primijeni formulu za racunanje ugla izmedu dvije prave u ravni;

primijeni formulu za racunanje rastojanja tacke od prave u ravni;

rijesi razlicite problemske situacije vezane za prave u ravni;

prepozna razne oblike jednacine ravni;

primijeni u zadatku odgovarajuci oblik jednacine ravni;

objasni geometrijsko znacenje koeficijenata A, B i C u opstoj jednacini ravni
Ax+By+Cz+D=0;

primijeni uslove paralelnosti i normalnosti dvije ravni;

prepozna razne oblike jednacine prave u prostoru;

primijeni odgovarajudi oblik jednacine prave u prostoru;

odredi ugao izmedu dvije prave u prostoru, ugao izmedu dvije ravni i ugao izmedu
prave i ravni;

primijeni uslove paralelnosti i normalnosti dvije prave u prostoru, dvije ravni i prave i
ravni;

primijeni formule za racunanje rastojanja tacke od prave u prostoru, odnosno tacke
od ravni;

rijesi razlicite probemske situacije vezane za prave i ravni u prostoru.

Didakticke preporuke za realizaciju obrazovno-vaspitnog ishoda:

a) Sadrzaji/pojmovi: vektorska, parametarska, kanonska jednacina prave u ravni; eksplicitni,
opsti i segmentni oblik jednacine prave u ravni; jednacine pravih paralelnih koordinatnim
osama u ravni; odnos izmedu dvije prave u ravni; ugao izmedu dvije prave u ravni; normala iz
date tacke na datu pravu u ravni; rastojanje tacke od prave u ravni; vektorska, parametarska
jednacina ravni; opsti i segmentni oblik jednacine ravni; odnos izmedu dvije ravni; vektorska,
parametarska i kanonska jednacina prave u prostoru; odnos izmedu dvije prave u prostoru;
odnos izmedu prave i ravni; rastojanje tacke od prave u prostoru; rastojanje tacke od ravni.
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b) Aktivnosti u€enja
Ucenici:

samostalno prevode eksplicitni oblik jednacine prave u opsti i segmentni i obrnuto;
utvrduju da li su dvije zadate prave u ravni normalne (paralelne);

samostalno odreduju jednacinu prave u ravni koja prolazi kroz datu tacku i normalna
je na datu pravu;

samostalno odreduju jednadinu prave u ravni koja prolazi kroz datu tacku paralelno
datoj pravoj;

samostalno racunaju u ravni ugao izmedu dvije prave koje se sijeku;

samostalno racunaju rastojanje tacke od prave u ravni;

odreduju jednacinu ravni koja prolazi kroz tri zadate tacke;

utvrduju da li su dvije ravni zadate opStom jednacinom normalne (paralelne);
odreduju jednacinu ravni koja prolazi kroz dvije zadate tacke i normalna je na datu
ravan;

odreduju jednacinu ravni koja prolazi kroz zadatu tacku paralelno datoj ravni;

zapisuju vektorski, kanonski, segmentni oblik jednacine prave u prostoru;

zapisuju jednacine prave u prostoru koja prolazi kroz dvije zadate tacke;

utvrduju medusobni odnos dvije prave kao i prave i ravni;

samostalno ra¢unaju rastojanje tacke od prave u prostoru;

samostalno ra¢unaju rastojanje tacke od ravni;

saraduju u timu u rjeSavanju sloZenijih zadataka;

koriste GeoGebru za razli¢ite demonstracije vezane za ravani pravu u ravni i prostoru.

c) Broj casova realizacije (orijentaciono): 10 ¢asova.

Obrazovno-vaspitni ishod 5

KRIVE DRUGOG REDA

Na kraju izucavanja ove teme ucenik ce moci da primijeni koordinatni metod za rjesavanje
zadatka koji ukljucuju krive drugog reda.

Ishodi ucenja
Tokom ucenja ucenik ¢e moci da:

prepozna jednacinu opSte i centralne kruznice;

crta u koordinatnoj ravni kruznicu zadate jednacine;

objasni osnovne pojmove u vezi sa elipsom (radijus vektori, fokusi, velika i mala osa,
poluose, centar, tiemena, linearni i numericki ekscentritet, direktrisa);

crta u koordinatnoj ravni elipsu zadate jednacine;

objasni osnovne pojmove u vezi sa hiperbolom (radijus vektori, fokusi, realna osa,
imaginarna osa, poluose, centar, tjemena, linearni i numericki ekscentritet, direktrisa,
asimptote);

crta u koordinatnoj ravni hiperbolu zadate jednacine;

objasni osnovne pojmove u vezi sa parabolom (fokus, direktrisa, parametar parabole,
tjeme);

crta u koordinatnoj ravni parabolu zadate jednacine;

rijeSi zadatke primjenom znanja o osnovnim pojmovima u vezi sa krivim linijama
drugog reda;

odredi presjek prave i krive drugog reda;

primijeni uslove dodira prave i krivih drugog reda;

odredi jednacinu tangente i normale krive drugog reda;

identifikuje krive drugog reda sa skupovima tacaka u ravni ¢ije koordinate
zadovoljavaju algebarsku jednacinu drugog reda;

rijesi razliCite geometrijske zadatke u vezi sa krivim liinijama drugog reda.
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Didakticke preporuke za realizaciju obrazovno-vaspitnog ishoda:

a) Sadriaji/pojmovi: jednacina i osobine kruzZnice; prava i kruznica; uslov dodira prave i
kruZnice; jednacina i osobine elipse; prava i elipsa; uslov dodira prave i elipse; jednacina
tangente na elipsu; jednacina i osobine hiperbole; prava i hiperbola; asimptote hiperbole;
tangenta hiperbole; uslov dodira prave i hiperbole; jednacina i osobine parabole; prava i
parabola; tangenta parabole; uslov dodira prave i parabole; kruznica, elipsa, parabole i
hiperbola kao presjeci konusne povrsi i ravni; pojam krive drugog reda.

b) Aktivnosti u€enja
Ucenici:
— samostalno svode jednacine krivih drugog reda na kanonski oblik;
— samostalno odreduju jednacine krivih drugog reda koje zadovoljavaju odredene uslove;
— samostalno utvrduju medusobni odnos pravih i krivih drugog reda;
— odreduju jednadine tangente i normale krivih drugog reda;
— saradujudi u timu rjeSavaju geometrijske zadatke u vezi sa krivima drugog reda;
— koriste GeoGebru za razli¢ite demonstracije vezane za krive drugog reda;
— pripremaju seminarske radove i prezentacije na temu krivih drugog reda i njihove
primjene.

c) Broj Casova realizacije (orijentaciono): 18 ¢asova.

Obrazovno-vaspitni ishod 6

VEKTORSKI PROSTORI

Na kraju izu¢avanja ove teme ucenik ce moci da primijeni odgovarajuce metode i tehnike za
rjesavanje zadataka u konkrenim vektorskim prostorima.

Ishodi ucenja
Tokom ucenja ucenik ¢e moci da:
— definiSe vektorski prostor;
— definiSe potprostor;
— zakljuci da su zbir i presjek potprostora nekog prostora potprostori tog prostora;
— definiSe linearni omotac sistema vektora;
— dokaZe da je linearni omotac proizvoljnog sistema vektora potprostor;
— definisSe linearno zavisan | linearno nezavisan sistem vektora;
— primijeni osnovna svojstva linearno zavisnih i linearno nezavisnih sistema vektora;
— definiSe bazu vektorkog prostora;
— navede osnovne primjere baze vektorskog prostora;
— primijeni operacije sa vektorima u koordinatnoj formi;
— ispita linearnu zavisnost sistema vektora u proizvoljnom vektorskom prostoru;
—  zakljuci da sve baze vektorskog prostora imaju jednak broj vektora;
— definiSe dimenziju vektorskog prostora;
—  zakljuci da se svaki linearno nezavisan sistem vektora moze dopuniti do baze;
— definise matricu prelaza s jedne na drugu bazu;
— primijeni formulu kojom se izrazava veza izmedu koordinata istog vektora u dvijema
razlic¢itim bazama.

Didakticke preporuke za realizaciju obrazovno-vaspitnog ishoda:

a) Sadrzaji/pojmovi: vektorski prostori; primjeri vektorskih prostora; potprostori; linearna
kombinacija; linearni omotac; suma i presjek potprostora; linearna zavisnost i linearna nezavisnot
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sistema vektora; baza i dimenzija vektorskog prostora; koordinate vektora u odnosu na bazu;
matrica prelaza; promjena koordinata vektora pri prelazu na novu bazu.

b) Aktivnosti ucenja
Ucenici:

— navode primjere vektorskih prostora (prostor orijentisanih duzi, prostor n-torki,
prostor polinoma stepena < n, prostor matrica,...);

— dokazuju da je skup sa zadatim operacijama vektorski prostor;

— provjeravaju da li je zadati podskup vektorskog prostora potprostor tog prostora;

— zapisuju zadati vektor u obliku linearne kombinacije zadatog sistema vektora;

— ispituju linearnu zavisnost i linearnu nezavisnost sistema vektora;

— ispituju da li neki sistem vektora €ini bazu zadatog vektroskog prostora;

— odreduju koordinate vektora u zadatoj bazi vektorskog prostora;

— dopunjavaju linearno nezavisni sistem vektora do baze;

— odreduju bazu linearnog omotaca zadatog sistema vektora;

— odreduju baze sume i presjeka potprostora;

— odreduju matricu prelaza sa jedne na drugu bazu vektorskog prostora;

— odreduju koordinate vektora u zadatoj bazi ako je taj vektor zadat koordinatama u
nekoj durgoj bazi;

— saraduju u timu u rjeSavanju sloZenijih zadataka;

— koriste GeoGebru za razli¢ite demonstracije vezane za vektorski prostor.

c) Broj €asova realizacije (orijentaciono): 10 ¢asova.

F. DIDAKTICKE PREPORUKE ZA REALIZACIJU PREDMETA

Program za linearnu algebru i analiticku geometriju je koncipiran tako da ucenici ovladaju osnovnim
znanjima iz ovih oblasti matematike, upoznavajuci pri tome jedinstvo algebre i geometrije.

Tokom realizacije predmetnog programa potrebno je primijenjivati dostignuca pedagogije, psihologije
i metodike nastave matematike uz koris¢enje savremene nastavne tehnologije. ICT otvara znatan broj
novih mogucénosti u nastavii ucenju (npr. u¢enicima treba omoguditi da za domadi rad rade seminarske
radove i prezentacije o odabranim temama).

U svojim pripremama nastavnici treba da planiraju viSe aktivnosti u kojima su ucenici angazovaniji od
njih vodedi pri tom racuna da kroz te aktivnosti ucenik treba da usvoji odredena znanja, vjestine i
stavove definisane ishodima ucenja. Tokom ¢asa, nastavnik moZe da ostvari viSe ishoda ucenja
razli¢itih nivoa zahtjeva.

U tabeli koja slijedi navedeni su aktivni glagoli za ishode ucenja predmeta Linearna algebra i analiti¢ka
geometrija, razvrstani po nivoima zahtjeva.
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I nivo zahtjeva Il nivo zahtjeva 11l nivo zahtjeva

definise
navede zakljuci
formulise
identifikuje
prepozna
objasni
crta

zapise

ispita
odredi

sprovede

rijesSi (problem)

primijeni

Glagoli ispita, odredi i sprovede koriste se kao aktivni glagoli za ishode | i Il nivoa zahtjeva u zavisnosti
od teZine primjera/zadatka.

Glagol rijesi koristi se kao aktivni glagol za ishode Il i lll nivoa zahtjeva u zavisnosti od nivoa
prepoznatljivosti i teZine problema/zadatka.

Glagol primijeni koristi se kao aktivni glagol za ishode sva tri nivoa zahtjeva u zavisnosti od toga da i
je primjena formule (pravila, metode), primjena koja se u datoj situaciji ocekuje ili primjena koja se
vrsi u neocekivanoj (novoj) situaciji.

VaZan zadatak nastavnika je da stalno osposobljava uc¢enike da koriste odgovarajuci udzbenik i prateéu
literature, kako na ¢asu tako i pri samostalnom ucéenju. Znacajno bi bilo da program prati pregledan,
savremen, zanimljiv i grafi¢ki dobro uraden udzbenik i zbirka zadataka. Skolska biblioteka treba da
posjeduje udzbenike, zbirke zadataka i drugu literaturu u kojoj su obradene teme iz linearne algebre i
analiticke geometrije.

U realizaciji nastave preporucuje se koris¢enje kompjuterskih programa (npr. GeoGebra) posebno u
oblastima: Matrice, determinante i sistemi linearnih jednacina, Vektorska algebra, Jednacine prave i
ravni, Krive drugog reda.

Osnovne preporuke po tematskim cjelinama su:

Algebarske strukture. U ovoj temi potrebno je da ucenici ovladaju pojmom grupe i polja imajuci u vidu
poznate primjere brojevnih grupa i polja, da razumiju pojam jednacine sa jednom i viSe nepoznatih u
grupi i polju i da taj jezik kasnije koriste kod matrica, sistema linearnih jednacina i vektorskih prostora.
Kao osnovu za izraCunavanje posebnih algebarskih struktura treba koristiti algebarsku strukturu skupa
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realnih brojeva. Ucenici treba da usvoje da se u jednom skupu, koji u odnosu na neku operaciju ima
strukturu grupe, racuna po pravilima koja vaze za grupu.

Vektorska algebra. S obzirom na to da su se ucenici upoznali sa geometrijskim vektorima u
prethodnim razredima, ovdje treba narocito obratiti paznju na skalarni, vektorski i mjeSoviti proizvod
kao pojmove koji imaju vaznu ulogu u matematici i njihovim primjenama.

Matrice, determinante i sistemi linearnih jednacina. Matrica na nekom polju moZe se definisati kao
uredena n-torka uredenih m-torki, ili kao funkcija, ali uz obavezno navodenje primjera gdje se
prirodno pojavljuju matrice (npr. promjena baze vektorskog prostora). Uvodenje pojma determinante
i sistema linearnih jednacina treba da se bazira na poznatom sistemu od dvije linearne jednacine sa
dvije nepoznate, gdje se pojavljuje determinanta drugog reda.

Vektorski prostori. U izu¢avanju vektorskih prostora polazi se od vektorskog prostora geometrijskih
vektora. Centralni pojmovi su linearni vektorski prostor i linearna zavisnost sistema vektora. Treba
insistirati na saznanju da svojstva geometrijskih vektora imaju i drugi “negeometrijski” objekti u
matematici.

Jednacine prave i ravni. Krive drugog reda. Potrebno je da ucenici usvoje koordinatni metod u
matematici, koji se sastoji u tome da se odredi jednacina odredenog skupa tacaka prostora, kao i da
se odredi skup tacaka prostora opisan datom jednacinom u odnosu na dati koordinatni sistem. Ovdje
je potrebno stalno isticati vezu izmedu znanja iz geometrije koje su ucenici stekli u prethodnim
razredima.

G. PRILAGODAVANIJE PROGRAMA DJECI SA POSEBNIM OBRAZOVNIM
POTREBAMA | DAROVITIM UCENICIMA

a) Prilagodavanje programa djeci sa posebnim obrazovnim potrebama

Zakon o vaspitanju i obrazovanju djece sa posebnim obrazovnim potrebama, ¢lanom 12 definise nacin
prilagodavanja nastave i u¢enja ucenicima sa posebnim obrazovnim potrebama koji se Skoluju po
Programu uz obezbjedivanja dodatnih uslova, pomagala i stru¢ne pomoci u gimnazijskom
obrazovanju.

U zavisnosti od smetnji i teSkoéa u razvoju, sposobnosti i potreba ucenika, individualni program
omogucava mijenjanje, prilagodavanje i individualizaciju metodike kojom se sadrzaji realizuju.

Primjer: za ucenike sa oSte¢enim vidom, $kola treba da u saradnji s Resursnim centrom Podgorica
obezbijedi udzbenike na Brajevom pismu, elektronske udzbenike, omogudi siguran i bezbjedan prostor
bez barijeraisl.

b) Prilagodavanje programa nadarenim ucenicima

Prema Strategiji za razvoj i podrsku darovitim ucenicima (2015-2019), predviden je specifi¢ni cilj:
,Omoguditi obogacivanje kurikuluma kao jedan od modela podsticanja darovitosti u skoli.”

Za darovite ucenike nastavnik prilagodava program predmeta Linearna algebra i analiticka geometrija

tako Sto u okviru redovnog programa bira zadatke i sadrzaje koji ¢e produbiti i prosiriti njihovo znanje.
Preporucuje se timski rad darovitih ucenika i izvodenje malih istrazivackih projekata.
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H. VREDNOVANIJE OBRAZOVNO-VASPITINIH ISHODA

Vrednovanje obrazovno-vaspitnih ishoda je vazna komponenta nastave predmeta Linearna algebra i
analiticka geometrija (u daljem tekstu predmeta) i ono se mora kontinuirano sprovoditi u toku
izvodenja nastave. Pored vrednovanja uspjeha uc¢enika omogudéava nastavniku samoevaluaciju rada,
na osnovu koje moze da koriguje pedagoski rad.

Vrednovanje obrazovno-vaspitnih ishoda obuhvata:

— postovanje i povjerenje izmedu ucenika i nastavnika;

— individualnost;

— permanentnost;

— utvrdivanje i sticanje novih znanja kroz aktivnost u¢enika u nastavnom
procesu;

— podsticanje radoznalosti u¢enika i njegov osjecaj napredovanja;

— motivisanje ucenika za ucenje predmeta kroz razvijanje i osposobljavanje
ucenika za samoucenje;

— provjeru znanja i vjestina;

— ocjenjivanje;

— upoznavanje ucenika i roditelja sa postignu¢em ucenika.

Tokom nastave nastavnik treba da izgradi uzajamno postovanje i povjerenje sa uc¢enikom. Ovo je
posebno vazno prilikom aktivnosti koje se odnose na vrednovanja obrazovno-vaspitnih ishoda. U toku
ovih aktivnosti nastavnik treba da gradi takav odnos i atmosferu u kojoj se ucenik neée osjecati kao
neko kome se sudi i presuduje, a nastavnik doZivljava kao suprotstavljena strana, koji je tu samo da
utvrdi znanje i zabiljeZi ocjenu. Uvijek treba izbjegavati stresne situacije i stanja.

Individualnost u vrednovanju obrazovno-vaspitnih ishoda podrazumijeva da se vrednovanje sprovodi
individualno, posebno za svakog ucenika, uzimajuéi u obzir njegove moguénosti (sposobnosti),
zainteresovanost za rad i sticanje znanja i vjestina, trud koji ulaZze pri uéenju, uslove u kojima uci,
znanje koje je postigao i vjestine kojima je ovladao.

Permanentnost podrazumijeva kontinuirano pracenje rada i napredovanja svakog uc¢enika posebno i
njegovo motivisanje za u¢enje predmeta.

Vrednovanje obrazovno-vaspitnih ishoda ne treba da se svodi samo na puku provjeru znanja uéenika,
nego ga treba osmisliti tako da nastavnik u toku provjere sa ucenikom utvrduje nivo predenog
gradiva, razjasni pojmove i dileme koje ucenik ima u okviru pojedinih tema, da ucenik
postavlja pitanja koja se tic¢u sticanje novih znanja, tj. produbljivanja znanje.

Podsticanje radoznalosti ucenika i njegov osjeéaj napredovanja u sticanju znanja i vjestina su posebni
izazovi sa kojima se susrije¢u nastavnici u procesu nastave. Oni su od presudnog znacaja za postizanje
dobrih rezultata ucenika i u direktnoj vezi su sa samoucenjemi motivisanjem ucenika za
ucenje predmeta.

Provjera znanja i vjestina ucenika se postize kroz usmeno ispitivanje ucenika i pismenu provjeru

znanja. Pismena provjera znanja se sprovodi kroz domace zadatake, kontrolne vjezbe, pismene
zadatke itd.

16



Ocjenjivanje, koje rezultira opisnom ili brojcanom ocjenom, treba da bude rezultat svih elemenata koji
se javljaju u vrednovanju obrazovno-vaspitnih ishoda. Dakle, krajnja ocjena, koja je reprezent
vrednovanja obrazovno-vaspitnih ishoda svakog ucenika pojedinac¢no, ne treba da bude puka
aritmeticka sredina provjere znanja ucenika, nego mora da sadrZi i druge elemente vrednovanja
obrazovno-vaspitnih ishoda, tj. treba da predstavlja neku vrstu ,pedagoske sredine” koja pokazuje
ukupno postignuce ucenika.

Ocjenjivanje treba da bude javno tako da svaki ucenik i njegovi roditelji, ne samo da treba da znaju
ocjenu koju je uéenik dobio, nego treba da budu upoznati i sa napredovanjem i svim nedostacima koje
ucenik ima u procesu uéenja predmeta.

Konkretno, u cilju objektivnijeg i efikasnijeg ocjenjivanja potrebno je da nastavnici na nivou stru¢nog
aktiva ishode ucéenja razvrstaju na minimalne ishode (I nivo zahtjeva), osnovne ishode (Il nivo
zahtjeva) i napredne ishode (Il nivo zahtjeva).

Ucenici koji ovladaju znanjima koja odgovaraju minimalnim ishodima ucenja treba da budu ocijenjeni
sa prelaznom ocjenom dovoljan 2. Veéina ucenika treba da teZi sticanju znanja koja su navedena u
okviru osnovnih ishoda pa i nastava treba da bude koncipirana tako da se ovaj cilj ostvari, a ucenici
budu ocijenjeni sa ocjenama dobar 3 ili vrlo dobar 4. Ucenik ¢e zasluziti najveéu ocjenu — odlican 5
ukoliko usvoji znanja koja nalazu napredni ishodi. Naravno, ucenici koji zasluze ocjenu 3 ili 4 ili 5
moraju usvojiti i znanja koja nalazu ishodi niZzeg nivoa zahtjevnosti.

U toku godine ucenici rade Cetiri dvoCasovna pismena zadatka. Nakon pismenoga zadatka, radi se
ispravka, kojoj je posvecen jedan cas. Izbor zadataka treba da bude takav da medu njima budu veoma
laki, Cija je sadrzina odredena u okviru minimalnih ishoda, standardni (zadaci srednje tezZine) cija

sadrZina odgovara osnovnim ishodima, kao i jedan tezi zadatak Ciji je nivo odreden naprednim
ishodima.

Kriterijumi ocjenjivanja izvode se iz ishoda programa i govore nam 3ta se ocekuje od ucenika da zna,
razumije i/ili je sposoban da pokaze i uradi za odredenu ocjenu. U nasim Skolama pocev od treceg
razreda za vrednovanje obrazovno-vaspitnih postignuéa ucenika koristi se numericka skala od 1 do 5.
U pojedinim domenima moguée je relativno precizno dati kriterijume vrednovanja
ponasanja/aktivnosti uéenika.

Na primjer, aktivnost ucenika i njegov rad na ¢asu:

dovoljan 2 | Ucenik se rijetko javlja da odgovori na postavljeno pitanje ili ucestvuje u rjesavanju
postavljenog zadataka, zna manji dio svojstava, samostalno ne zakljucuje i ne uocava
uzrocno-posljedi¢ne veze.

dobar 3 Ucenik se javlja da odgovori na postavljeno pitanje ili u€estvuje u rjeSavanju
postavljenog zadatka, zna odredeni dio svojstava i saopstava ih, nije samostalan u
zaklju€ivanju i ne uoc¢ava uzro€no-posljedi¢ne veze.

vrlodobar 4 | Ucenik se redovno javlja da odgovori na postavljeno pitanje ili u¢estvuje u rjeSavanju
postavljenog zadatka, dobro vlada cinjenicama, ali nije uvijek samostalan pri
izvodenju zakljucaka ili uo¢avanja uzrocno-posljedi¢nih veza.

odlican 5 Ucenik se redovno javlja da odgovori na postavljeno pitanje ili u¢estvuje u rjeSavanju
postavljenog zadatka, uspjesno vlada cinjenicama, samostalan je pri izvodenju
zakljucaka ili uo¢avanja uzro¢no-posljedicnih veza.
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Za domace zadatke, izradu pismenih i kontrolnih zadataka, prezentacija i sl.

dovoljan 2

Samo po neki zadatak ima taéno rjeSenje, vedi dio rjeSenja zadataka su nepotpuna,
netacnainepregledna, prezentacija je kratka sa malo sadrzaja i djelimi¢no daje odgovor
na postavljeni zadatak.

dobar 3

Vecina zadataka je rijeSena, provjere nijesu u potpunosti uradene, a zakljucci su prisutni
U manjoj mjeri, prezentacija je adekvatna sa odgovarajuéom sadrzinom, a zakljucci
nijesu potpuni.

vrlodobar 4

RjeSenja zadataka su skoro uvijek pregledna i ta¢na, provjera je uradena i zakljucci
su uglavnom jasno izvedeni, prezentacija je cjelovita sa uglavhom jasno izvedenim

zakljuccima.

prezentacija je cjelovita sa jasno izvedenim zaklju¢cima i uopstenim rjesenjima.

odlican 5 RjeSenja zadataka su pregledna i tacna, provjera je uradena i zakljucci su jasno izvedeni,

Za domaci rad treba davati zadatke preko kojih se utvrduje, ponavlja, povezuje, sistematizuje i
produbljuje nastavno gradivo.

I. USLOVI ZA REALIZACJU PREDMETA (STRUCNA SPREMA)
a) Resursi za realizaciju predmetnog programa

Prostor u kome se izvodi nastava (kabinet, ucionica) treba da bude opremljen osnovnim geometrijskim
priborom (lenjir, trougaoni lenjir, Sestar), modelima geometrijskih tijela, aplikacijama sa prigodnim
geometrijskim formama i formulama i drugim materijalom koji stvara matematicki ambijent. Osim
standardnih nastavnih sredstava u ucionici bi trebalo da se nalazi (ili bar da bude stalno dostupan
nastavniku) racunar povezan sa projektorom.

Od literature potrebno je imati odgovarajué¢e udzbenike i zbirke zadataka. Od dostupne literature
preporucujemo udzbenik Linearna algebra i geometrija Ciji je autor Gojko Kalajdzi¢, izdavac¢ Zavod za
udzbenike Beograd i zbirku zadataka: Linearna algebra i analiticka geometrija — zbirka rijeSenih
zadataka za Ill razred MATEMATICKE GIMNAZIJE Ciji su autori V. lli¢, B. Marinkovi¢, B. Mati¢, izdavac Krug,
Beograd. Preporucujemo da nastavnik povremeno koristi i druge izvore znanja npr. internet na kojem
su dostupni mnogi sajtovi sa obiljem odgovaraju¢eg materijala, narocito za rad sa naprednim

ucenicima, kao i sajtovi sa grafickim prezentacijama kojima se moZe olaksati usvajanje znanja.

b) Profil i stru¢na sprema nastavnika

Nastavu moZze da realizuje profesor mateamtike, profesor matematike i informatike, diplomirani
matematicar ili osoba koja je zavrsila Prirodno-matematicki fakultet — matematika u trajanju od
najmanje Cetiri godine i da je tokom studija imala odgovarajudi ispit iz Linearne algebre i analiticke
geometrije.
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Predmetni program Linearna algebra i analiticka geometrija za Il razred matematicke gimnazije
izradila je komisija u sljede¢em sastavu:

Prof. dr Izedin Krni¢, predsjednik
Mirjana Pjesci¢, profesorica matematike, €lanica
BozZidar Sé¢epanovi¢, ¢lan

U izradi Predmetnog programa koris¢en prethodno vazeci Predmetni program za linernu algebru i
analiticku geometriju kao i Predmetni program matematike srednjih stru¢nih Skola, autora prof. dr
Zarka Paviéeviéa, Natasa Vlahovi¢, Lidije Lalovi¢, BoZidara Séepanovica (za H).

Nacionalni savjet za obrazovanje na sjednici odrzanoj 23. jula 2020. godine, utvrdio je Predmetni
program LINEARNA ALGEBRA | ANALITICKA GEOMETRIJA za Il razred matematicke gimnazije.
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