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Predgovor

Pred korisnicima ove zbirke su zadaci sa matematickih takmicenja
ucenika osmogodisnjin osnovnih skola u Crnoj Gori u vremenu od
2003. do 2007. godine. Zbika sadrZi zadatke, iz navedenog perioda,
sa opstinskog, regionalnog, republickog i saveznog takmicenja.
Opstinsko takmicenje organizovano je samo u opstini Bar. Takmicenje
se odrzavalo u okviru Memorijala ,,Aleksandar Aco Pavicevic*.

Zadaci su uglavnom poznati u matematickoj literaturi za ucenike
osnovnih skola, ali su u ovoj zbirci sortirani po godinama i nivoima
takmicenja. Pisani su razumljivim logickim stilom i jezikom, koji je
prilagoden uzrastu i sposobnostima ucenika i njihovim psihofiziCkim i
saznajnim mogucnostima. Poznato je da se do rje$enja nekih
zadataka dolazi na vise nacina, pa se nadamo da ¢e ucenici,
zajedno sa nastavnicima, pronaci  zanimljivie i jednostavnije
postupke za njihovo rieSavanje.

Nadamo se da c¢e koris¢enje ove zbirke u redovnoj i dodatnoj
nastavi, kao i za samostalna vijezbanja ucenika, doprinijeti njihovom
interesovanju za matematiku uopste, a posebno za ucesce ucenika
na tfakmicenjima iz ovog predmeta.

Podgorica, decembar 2014. godine

Milonja Ojdanic,
autor
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Zadaci
Regionalno takmicenje 2003. godine

Vlrazred

5
Odredi brojeve a,bic ako se zna da je njihov zbir vedi od broja a za E od

broja b za % i od broja Cza g .

Ako jednom broju dopiSemo zdesna 9, pa tako dobijeni broj podijelimo sa 3 i
dobijenom koli¢niku dopisemo zdesna 7, a zatim tako nastali broj podijelimo
sa 11, dobicemo 67. Kaoji je to broj2

Dva ucenika su sebi kupili po kljigu. Prvi je za knjigu dao 5 svoje sume novca,

2
a drugi 5 svoje sume. Prije kupovine prvi ucenik je imao 12€ manje od

drugog, a poslije kupovine su im ostale jednake sume novca. Koliko je
novaca imao svaki od njih prije kupovine knjige?

Koliki je zbir unutradnjih uglova u Silicima petokrake zvijezde
oblika.

U pravouglom trouglu ABC povucena je hipotenuzina visina CD. Neka su

sredista kateta AC i BC redom tacke E i F. Dokazati da je ugao EDF prav.

VIl razred

4 3 2
Izracunaj vrijednost koli¢nika Q(x)= X"~ 2004x +12004X X za X = 2003.
X —

1
Pokazati da je rieSenje jednacine EX + \/(\/7— 4)? = \/32 —10\/7 prirodan
bro;.
Osnovice jednakokrakog trapeza su duZine 8 cm i 10 cm, njegove dijagonale
sU suU uzajamno normalne. lzraCunati obim i povrsinu frapeza.

Dat je frougao ABC (AB#AC). Dokazati da se simetrala stranice BC i simetrala
ugla BAC sijeku u tacki koja pripada kruznici opisanoj oko frougla ABC.

Na Sahovskom turniru svaki igrac je odigrao po jednu partiju sa preostalim
uCesnicima tfurnira. Koliko je S3ahista ucCestvovalo na fturniru, ako je
remijem(nerijedeno) zavrSeno 18 partija, Sto iznosi 40% ukupnog broja
odigranih partija.



VIl razred

1. Ako dvocifrenom broju dopiSemo slijeva i zdesna jedinicu, tada je dobijeni
broj 21 put vedi od pocetnog dvocifrenog broja. Odrediti taj dvocifren broj.

2. Ako su duzZine dviju stranica trougla 6 cm i 12 cm, a ugao izmedu njih 120° .
Kolika je duZina simetrale tog ugla(to je duzina od tiemena ugla do presjeka
simetrale sa naspramnom stranicom).

2 3
a
3. Dokazati da je izraz — + — +— ima cjelobrojnu vrijednost za svaki cijeli
broj a.
4, Data je kocka ivice a cm. Neka je S jedno tjeme te kocke.

a) lzraCunati povriinu piramide Cije su tri ivice kocke koje prolaze iz tacke S.
b) Odrediti odnos zapremina pomenute piramide i preostalog dijela kocke.

5. Prava p prolazi kroz tacke K(6.-2) i $(2,1). Odredi:
a. Jednacinu te prave;

b. Duzinu odsjecka te prave izmedu koordinantnih osa;
c. Odrediudaljenost koordinatnog pocetka O od te prave.

Republicko takmicenje 2003. godine

VI razred

1. Za mjerenje temperature, pored Celzijusove skale, upotrebljava se i
Farenhajtova skala kojoj je teparatura mrZznjenja vode 32°F, a temparatura
kljuCanja vode 180°F. Postaiji li temparatura koja ima istu vrijednost na
Celzijusovoj skali i na Farenhajtovoj skali?

2. TeZiSna duz i visina iz tiemena A u trouglu ABC dijele ugao « na tri jednaka
dijela. Koliki su uglovi trougla ABC?

3. Za trougao ABC je AC=BC, a za taCke P iR sa stranice AC i tacku Q sa
stranice BC je CR=RQ=QR=PB=BA. lzracunati £ ACB.

4. Zapis proizvoda dva trocifrena broja se sastoji od nekoliko 3(trojki). O kojim
trocifrenim brojevima je rijec.

5. Broj 10 dopisi slijeva i zdesna po jednu cifru tako da dobijeni broj bude djeljiv
sa 36.
Vil razred
1. Kojom cifrom se zavrSava najmanje pozitivno cjelobrojno rjeSenje

nejednadine x* —9>8(9+9% +9% + 9% 4...9%0 9202 | 92003)9
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Ako su a,b i ¢ cijeli neparni brojevi, tada je jedna od razlika ab—1,ac —1 ili
bc —1 djeljiva sa 4. Dokazati.

Data je kruznica K(O,r) i dvije njene uzajamno normalne tetive BC i DE.
Dokazati da je AB2+AC % +AD % +AE? =4r?, ako je A tacka presjeka tetiva BC
i DE.

Osnovice pravouglog trapeza su 9Cmi 4cm . Izracunati povriinu trapeza ako
se njegove dijagonale sijjeku pod pravim uglom.

U ravni je rasporedeno 100 razlicitih tacaka. Medu njima je 10 Sestorki
kolinearnih tacaka (taCke su kolinearne ajo pripadaju istoj pravoj). Osm
navedenih nema drugih kolinearnih tacaka. Koliko je pravih odredeno sa tih
100 tacaka?

VIl razred

Ako za pozitive realne brojeve vazi a+b =1 dokazati da je

(a+1)2 +(b+£)2 +(c+1)2 > 2
a b c 2

Koji Cetvorocifren broj pri dijelienju sa 151 daje ostatak 40, a pri dijelienju sa
152 daje ostatak 27.

Bazen dubine 2m ima oblik kvadra. Cijev sa toplom vodom puni polvinu
bazena za 10 minuta, a cijev sa hladnom vodom za isto vrijeme napuni
bazen do 0,5m . Za koje vrileme ¢e bazen biti napunjen do visine od 1,25m

ako se cijev sa hladnom otvori u trenutku kada je cijev sa toplom vodom
napunila bazen do visine 0,75m ?

Osnovica AB trapeza ABCD je tri puta vec¢a od osnovice CD. Ako se
dijagonale tog trapeza sijeku pod pravim uglom u tacki O. Koliko je puta
njegova povrsina vec¢a od povriine trougla OCD?

Jednakokraki trapez rotira oko ose koja sadrzi jedan njegov krak. IzraCunati
povrdinu i zapreminu tako nastalog tijela, ako osnovice trapeza imaju duZine

20+/3cm i 6+/3cm, a krak14cm.

Savezno takmicenje 2003. godine
VI razred

Dokazati da je broj 170 4 2200 4 32003 | 42003 | 52003 | g2003 | 72003 Gigliiv sa
10.

Dokazati da je zbir duZina tezisnih duz proizvoljinog trougla ABC vedi od
polovine njegovog obima, a manj od obima tog trougla.



3.

Neka je ABC jednakokraki trougao (AC=BC), tacka O centar opisane
kruznice oko trougla, a S centar kruznice koja dodiruje osnovicu AB i
produzetak krakova. Ako su tacke O i S simetricne u odnosu na pravu AB,
izraCunati unutrasnje uglove trougla ABC.

Ukoliko sati izmedu 12h i 13h prava, koja prolazi kroz podeoke 6h i 12h na
brojCaniku , prestavlja simetralu ugla koji obrazuju kazaljke tog casvnika?

2
U svkoj klupi u jednom razredu sjedi najvise dva ucenika. Poznato je da 5

3
ukupnog broja djecaka sjedi u klupama sa g ukupnog broja djevojcica. Kaoji

dio uCenika sjedi u paru djeCak-djevojcica?
VIl razred

1
Ako je a pozitivan broj koji je razliCit od 1, pokazati da a + — nije cio broj.
a

Neka je ABC jednakokraki trougao sa pravim uglom kod tjiemena C. Tacka D
pripada kateti AC, tacka G pripada kateti BC, a tacka E i F su redom
podnoZija normala iz D i G na hipotenuzu AB. Ako je AC=1 i ako se povriine
frougla BGF i petougla CDEFG i trougla ADE odnose kao 2:2:1, izraCunati
obim petouglaCDEFG.

Ako su a,b,m,n prirodni brojevi, takvi da je a+2003b =m? i b+2003a =n?,
dokazati da su brojevi a i b djeljivi sa 3.

Na tabli su zapisani svi brojevi od 1 do 1000. Dva igraca A i B naizmjeni¢no
brisu po jedan broj, a pocinje igrac A. Igra se zavrsava kada na tabli ostaju

dva broja. Ako je zbir ta dva broja djeljiv sa 3, pobjednik je igrac A, a ako nije,
pobjednik je igrac B. Dokazati daigraC B ima pobjednicku strategiju.

Dat je pravilan setougao ABCDEF i proizvoljna tacka P unutar tog Sestougla.
Dokazati da je zbir povrdina trouglova PAB, PCD i PEF jednaka zbiru povrsina
trouglova PBC, PDF i PFA.

VIl razred

Ako su a,b i ¢ duzine stranica trougla, dokazati da je
(@a+b-c)(b+c—a)(c+a—b)<abc

Kruznica k koja je upisana u ostar ugao dodiruje krakove tog ugla u tackama
M i N. Neka je P proizvolina tacka veceg luka MN kruznice k, tacka A
podnozije normale iz P na MN, a B i C podnozije normale iz P na krake tog

ugla. Dokazati da je PA? =PB-PC.



Odredi ugao izmedu dijagonalnih presigka DBB,D, i DAB,C, kocke
ABCDA B, C,D,, koji sadrze dijagonalu DB, .

Data su tvrdenja: a) broj X+1 je djelivsa y;b) X=2y+5; c) broj x+V je
djeljivsa 3; d) X+ 7Y je prost broj. Odredi sve parove prirodnih brojeva (X, Y)
za koje su tacna tri od datih tvrdenja istinita, a jedno lazno.

Odredi sve prirodne brajeve N manje od 2003, za koje je moguce isjedi
pravougaonik 2003x N na trake, tako da nikoje dvije nemaju istu duzinu. Pod
trakom duZine k podrazumijeva se pravougaonik 1xk, gdje je k prirodan
broj.

Regionalno takmicenje 2004. godine

VI razred

Konstruisati trougao ABC ako mu je dato: ¢ =5cm, a—b=35cm i g = 30°.

Na fudbalskoj utakmici u jednom redu sjedista na tribinama sjo je izvjestan
broj gledalaca. Zatim je medu svaka dva odnjih jo§ po jedan gledalac.
Ovakav nacin zauzimanja sjedista ponovi se tri puta, pa je poslije tfoga u tom
redu bilo 113 gledalaca. Koliko je gledalaca na pocetku sjelo u tom redu.

Rijesi jednadinu 1— (2 — (3— (4 — ---— (1001 — (1002 —g))) ..) =501.

Naka su a,b i ctri racionalna broja od kojih je jeda pozitivan, jedan
negativan, a jedan jednak nuli. Oderdi koji je od tih brojeva pozitivan, koji je

a(b—c)

negativan, a koji je jednak nuli ako je 5 =0

Duz AC i BD se sijeku u tcki O. Obim AABC jednak je obim A ABD, a obim
A ACD jednak je obimu ABCD. Izracunati duZinu duzi AO ako je BO=19cm.

VIl razred

Odredi vrijednost polinoma
P(x,y) = x*® + 2004y

Ako je

X +4y? +2x-12y+10=0

Sestocifreni broj pocinje cifrom 1. Ako se prva cifra premjesti naposlednje

mjest dobija se broj koji je tri puta veli odpoznatog. Koji je to broje

10



3. DuZine stranice trougla su uzastopni prirodni brojevi ( koji manji od 3). Dokazi
da visina koja odgovara srednjoj po veliCini stranici dijeli tu stranicu na
odsjecCke Cija je razlika4.

4, Koliki je poluprecnik kruznice koja prolazi kroz tieme C pravog ugla
pravouglog trougla ABC, podnozje H visine CH i tacku K koja je srediste
katete BC, ako je hipotenuza trougla jednaka C.

5. U sudu A nalazi se pomijeSano 8 litara vode i 9 litara soka, a u sudu B 9 litara
vode i 12 litara soka. Iz oba suda izvadeno je po 8 litara teCnosti. Zatim je 8
litara teCnosti iz suda A sipano u sud B, a 8 litara teCnosti iz suda B je sipano u
sud A. Izracunati koliko ¢e poslije toga biti soka u sudu A, a koliko vode u
sudu B?

VIl razred

3 2
1. Od Z nekog stapa odsjeCene su njegove g Preostali dio stapa dug je

55cm. Kolika je bila duZina cijelog stapa?

X+ 1
2. Odredidallije vec¢e z ili X ako se znadaje y =—,a Y =3, gdje je
2 2 y—X
X pozitivan broj.
, n+2 . . . .
3. Dat je razlomak ——————, gdje je N prirodan broj. Ako se taj razlomak
n°+4n+34

moZe skratiti prirodnim brojem d , onda je d djelilac broja 30. Dokazati.

4, U pravouglom frouglu ABC konstruisana je visina CD. Neka je taCka M sredina
duZi CD. | N sredina duZi BD. Dokazati da je prava AM normalna na pravu CN.

5. lzraCunati zapreminu pravilne trostrane piramide Cije su bocne strane
pravougli trouglovi, a mjerni broj X bocne ivice je rie3enje jednacine
6m+x  6x+m

5

, m je pozitivan broj.

Republicko takmicenje 2004. godine

VI razred
a
1.  Rijesiti jednacinu B Xx—0,5=5, gdje je a najmanji element skupa

A={m| m=n+—12 i m,neZ}ib najvecielenent skupaB={y |y €Q i|3y—2 |<6}
n

11



Mirko je zaboravio broj Aninog telefona. Sje¢a se da je broj sedmocifren, da
se sastoji samo od dvojki i frojki i da je dvojki vise od trojki. Takode se prisjetio
da je broj telefona djeljiv sa 12. Pomognite Mirku da sazna broj Aninog
telefona.

Iz tiemena A, B i C jednakostrani€énog A ABC povucene su poluprave Ax, By i
Cz tako da je ZBAx=ZCBy=/ACz=a. Dokazati da je AMNP
jednakostranican, pri Cemu je AxM Cy={M}, Ax " By={N}i By N Cz={P}.

Dokazati da je zbir unutrasnjin uglova na vecoj osnovici trapeza manji od
zbira unutrasnjih uglova na njegovoj manjoj osnovici.

Iz grada A u grad B vode 3 puta , iz grada B u grad C vode 2 puta a iz grada
C u grad D 4 puta. Na koliko se razlicitih nacina moze sti¢i iz grada A u grad
D preko gradova B i C bez vracanja u grad kroz koji smo jednom projli2

VIl razred

a+C
Dokazi, da ako je b:T ia-C,(a#c)tada je izraz ab+bc—ac—b?

pozitivan.

Duzine kateta pravouglog trougla su 1 i 3. Nad hipotenuzom iog trougla je
konstruisan kvadrat tako da tjieme pravog ugla trougla ne pripada kvadratu.
Nacdi rastojanje tiemena C pravog ugla od centra kvadrata.

TaCke K, L, M i N su redom sredista stranica AB, BC, CD i DA konvesnog
Cetvorougla ABCD. Duzi KM i LN sijeku se u tacki O. Dokazi da je zbir povriina
Cetvorougla AKON i CMOL jednak zbiru povrsina Cetvorougla BLOK i DNOM.

Jedna osnovna $kola ima dva odjeljenja sedmog razreda. Od ukupnog broja
uCenika tog razreda 52% su djecaci, pri Cemu djeCaka u VI, ima 55% a u
Vi, 45%. Koji procenat od ukupnog broja u€enika u oba odjelienja Cine
ucenici VI, odjeljenja?

J— 2 J—
Odredi cifre a,b i ¢ za koje je ispunjena jednakost (2ab) = abcab

VIl razred

Cijena olovke je cio broj centi. Ukupna cijena olovaka je veé¢a od 11, a
manja od 12 evra, dok je ukupna cijena 13 oclovaka veéa od 15, a manja od
16 evra. Kolika je cijena jedne olovke?

a+b
Nadi vrijednost raziomka ,ako je 2a’ +2b* =5ab,0 <a<Db.

12



U koordinatnoj ravni data je prava 4X+ 3y =n, gdje je n neki realan broj.

Normalno odsojanje date prave od koordinatnog pocetka je 12. Odrediti
broj n i povrSinu trougla koji data prava gradi sa koordinatnim osama.

Osnovice trapeza su AB=50cm i CD=30cm. Osnovica CD produZena preko
fiemena C do tacke M. Koliko je rastojanje CM, ako se zna da duz AM dijeli
trapez na dva po povrsini jednaka dijela?

Pravougli frougao cCije su katete 6cm i 8cm je osnova frostrane piramide Cije
sve tri bocCne strane sa osnovom zaklapaju ugao od 60 ° . Izracunati povrsinu i
zapreminu date piramide.

Savezno takmicenje 2004. godine

VI razred

Odredi sve trocifrene brojeve koji imaju tacno 5 djelilaca (ukljucujuéi jedinicu
i sm broj).

U jednakokrakom trouglu ABC je £ ABC=/BCA=40 °. Simetrala gla BAC
sijeCe krak BC u tacki D. Dokazati da je AD+DC=AB.

Dat je kvadrat ABCD. Tacka E pripada stranici AD, taCka F pripada stranici
DC, pri Cemu je DE=DF. Ako je G podnoZje normale iz D na EC, dokazati da je
Z BGF=90°.

Dat je jednakostrani¢an trougao ABC, stranica AB=12cm. Neka je M tacka
na stranici AC, tacka P podnozie normale iz M na AB, tacka Q podnozje
normale iz P na BC i taCka R podnozie normale iz Q na AC. lzracunaqj
rastojanje AM, ako se Rpoklapa sa M.

Dato je pet prirodnih brojeva .Izracunati su svi zbirovi po dva od tih brojeva .
Da li dobijeni zbirovi mogu biti 10 uzastopnih prirodnih brojeva?

VIl razred

Dat trougao povriine 2004. Neka su brojevi M i N redom tacke na stranicama
AB i BC, takve da je AM:MB=1:3 i BN:NC=2:1. Ako se prave AN i CM sijeku u
tacki S, Izracunati povrsinu cetvorougla MBNS.

Ako je abc =1, dokazati da je
(a+D)b+1)(c+2) = (@+2)7 +(b+2)* + (¢ +2)* —4.
a b c a b c

Na putu je kolona autobusa. Autobus smatramo prepunim, ako je u njemu
bise od 50 putnika. Kontrolori Vojo i Rade zaustavili su kolonu. Vojo je odredio
procenat prepunih autobusa , a Rade procenat svih putnika u prepunim
autobusima u odnosu na ukupan broj putnika. Ciji je procenat vecie

13



Dat je pravougaoni ABCD, kod koga je AB=2BC. KruZnice k sa centrom u A i
poluprecnikom Ad sijeCe dijagonalu BD u tacki M. Izracunati ugao BMC.

Pravougaonik 2 x 2005 podijelien je na 4010 podudarnih kvadrata stranice 1.
Na koliko se nacina od njih mogu izabrati 2004 kvadrata, tako da medu njima
nema susjednih (dva kvadrata su susjedna ako imaju zajednicku stranicu).

VIl razred

Uravni su date 2004 tacke. Neki parovi tacaka su spojeeni duzima. Dokazati
da postoje dvije tacke iz kojih polazi jednak broj duzi.

Osnovna ivica pravilne trostrane prizme ABCDA,B,C,D, je AB=a, a visina je
CClza\/E. Neka je a ravan odredena tackama A,C, i sredistem ivice BB,

a f ravan odredena tackama C, B, i sredistom ivice AB. Odrediti duzinu duzi
koja pripada presieku ravni & i £ inalazi se unutar prizme.

Dokazati da je jednacina x? + y3 =7? ima beskona¢no mMnNogo riesenja u
skupu prirodnih brojeva.

Naka je M tacka unutar kvadrata ABCD, takva da je £ MDC=/ MBD=20° .
lzraCunati ugao MAB.

Dati su redom brojevi a;,a,,a5, Ay takvi da
vazia, -8y, = &, - Ay = Qyggp * Aygoz = 1 Dokazati da je
1 1 1
+ 4o+ —————=1002.
1+ al2004 1+ a22004 1+ a20042004

Regionalno takmicenje 2005. godine

Vlrazred

Brojilac i imenilac razlomka su cijeli brojevi &iji je zbir 1025. Poslije skracivanja

4
ovog razlomka dobijen je razliomak —6. Odrediti prvobitni razlomak.

Koliko je x, ako je poznato da je apsolutna vrijednost izraza x — 2 pomnozena
brojem koji je 4 puta manji od broja -8 jednaka - 647

U trouglu ABC simetrala ugla a sa stranicom BC zaklapa ugao od 1200, a
simetrala ugla p se poklapa sa visinom koja odgovara stranici AC. Odrediti
ugao kod tjemena C trougla ABC.

Obim paralelograma je 36 cm a jedna njegova stranica je 2 puta duza od
druge stranice. Odrediti duzine odsjecaka AE i EB gdje je E tacka presjeka
stranice AB i simetrale tupog ugla D paralelograma ABCD.
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Cipele kostaju 48 €. Poslije snizenja broj kupaca se povecao za 50% a prihod
se uvecao za 25%. Kolika je nova cijena cipela?

Vil razred

a
Napisati u obliku razlomka B siede¢e decimalne beskonacne zapise
brojeva: a) 0,222...; b) 4,50909....

Trgovac je za svoju radnju kupio tri paketa jabuka. Njihova ukupna tezZina je
136 kg . U jednom paketu je dva puta vise jabuka nego u drugom, a u

drugom 8Kg jabuka vise nego u tre¢em. Cijena jabuka iz prvog paketa je 30
centi, a iz treCeg 50 centi. Kolika je cijena jabuka iz drugog paketa, ako ih je
trgovac prodao kao mjeSavinu jabuka iz sva tri paketa po cijeni od 40 centi
za kilogram i ostvario dobit od 8,8% vise nego da su jabuke prodavane
odvojeno?

Da li je moguce od bilo kojin 2005 prirodnih brojeva izabrati 25 tako da razlika
izmedu svaka dva od njih bude djeljiva sa 832 Dokazati.

Konstruisi osmougao i izraCunaj njegovu povriinu, ako je njegova stranica
a=3cm.

Ako je tacka H ortocentar AABC, dokazi da vai relacija:
a’+b%+c?= 2(AH -h, +BH -h, +CH -hc) (a,Db,c h,h,h sustanicei
odgovarajuée visine AABC).

VIl razred
Naci brojeve X i Y koji suriedenja jednacine 9 X2+16 y 2+6 X-24 y +10 = 0.

Neki posao radi ekipa od 9 radnika i po planu treba da ga zavrsi za 46 dana.
Poslije 6 dana preduzece odluci da ubrza izvrienje posla. Stoga, pocev od
sedmog dana, na posao dode jos Sest radnika. Za koliko dana je uraden cio
posao?

Darko stoji 4m udaljen od ulicne svjetiljke. Na kraju Darkove sjenke, koju daje
svjetiljka, stoji jednako visok njegov brat Dejan. Dejanova sjenka je dva puta
duza od Darkove. lzracunati duzinu Darkove i Dejanove sjenke.

Dvije kruznice Cciji se poluprecnici odnose kao 1:3 dodiruju se spolja.lzrazi
povrsinu lika kojeg zatvaraju zajednicka tangenta i kruznice pomocu
polupreCnika manje kruznice.

Pravilna Cetvorostrana piramida i kocka imaju zajednicku bazu i nalaze se sa

iste strane ravni u kojoj leZze baze. Dijagonala kocke ima duzinu Dzlox/gcm,

a visina bocCne strane piramide je 13cm. IzraCunati zapreminu zajednickog
dijela ova dva tijela.
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Republicko takmicenje 2005. godine

Vlrazred

Poslodavac je nagradio radnika sa 10% zarade. P0Osto je vratio dug od 60€,
preostalu zaradu radnik je podijelio na tri jednaka dijela od po 90€. Kolika je
zarada radnika bez zarade.

Odredi cijele brojeve X i Yy tako da su m,n i p prirodni brojevi, gdje je
2X+Yy x—=3 2
m= n=

x-3 ' 2 T 2x+y

Na Sahovskom turniru odigrano je 55 partija. Koliko je Sahista uCestvovalo na
turniru ako je svaki igrac igrao partiju sa svakim ucesnikom turnira?

Na kraju BC jednakokrakog AABC uocena je proizvoljna tacka M. Na
produzetku Kraka AC, iza tacke A u odnosu na C, izabrana je tacka N tako
da je AN=BM. Dokazati da osnovica AB polovi duz MN.

U proizvoljnom cCetvorouglu ABCD, tacke M i N su sredine stranica BC i AD.
Dokazati da duz MN nije ve¢a od poluzbira stranica AB i CD.

VIl razred

Za koje vrijednosti X, Yi zizraz | =1992-52x* —9y? +18y—z° -4z ima
najvecu vrilednost i koliko ona iznosi?

Akoje p prost broji p>5, dokazati da je broj p? —1 dieljiv sa 24.

Dat je trougao ABC ¢&ija je povriina 10cm?. Na produzetku stranice AB,
preko tacke B odredimo tacku A, tako da je AB = BA,, na produzetku

stranice BC, preko tacke C odredimo ta¢ku B,, tako da je BC =CB, ina
produzZetku stranice CA, preko tacke A odredimo tacku C,, tako da je
CA = AC,. Spajanjem tac¢aka A, B, i C, dobija se trougao ABC,.
lzra¢unati povriinu trougla A B,C,.

U pravouglom trapezu ABCD (pravi ugao je kod tiemena A) sa

osnovicama AB i CD upisana je kruznica sa centrom u tacki O. Izracunaj
povrsinu trapeza, ako je OC =2cm i OB = 4cm.

Na pravoj pdato je 8 taCaka, a na pravoj (, koja je paralelna pravoj
p dato je 7 tacCaka. Kolko ima: a) trouglova; b) Cetvorouglova, cija su
tiemana neka od tih tacaka?
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VIl razred

7y —3x 5
Veza izmedu promjenljivih X i y data je jednacinom : =X =2 —gx.

2

Odrediti sve cijele vrijednosti promjenljive X za koje je 1<y <2.

Nadi jednacine dveju pravih koje prolaze kroz tacku T(3,4), ako jedna od njin
sadrzi koordinantni pocetak a sa osom x prave trougao povrsine P = 14,

U trouglu ABC konstruisana je duz AM, gdje je M presjecna tacka stranice BC
i simetrale unutradnjeg ugla kod tiemena A. Ako je centar kruZznice upisane u
frougao AMB ujedno i centar kruznice opisane oko trougla ABC, nadi uglove
trougla ABC.

Dat je trapez ABCD s paralelnim stranicama AB i CD. Izracunati obim tog
trapeza ako je poznato da je dijagonala BD normalna na stranicu AB, da
dijagonala AC polovi ugao DAB, te da se dijagonale sijeku u tacki S tako da
je d(B,S)=1cm, d(S,D)=2cm.

lzraCunati zapreminu trostrane piramide u kojoj su dvije suprotne ivice 4cm i
12 cm a sve ostale po 7cm.

Savezno takmicenje 2005. godine
VI razred

Odredi sve proste brojeve p i  za koje vazi jednakost 249- p° +q = 2005.

U trouglu ABC simetrale suoljadnih uglova kod tiemena A i B sijeku prave BC i
CA redom u tackama D i E, tako da je AD=BE=AB. lzraCunati uglove
trouglaABC, ako je: a) ¢ <90°; b) ¢ >90°.

Anka, Branka i Vesna su kupile po jedan primjerak iste knjige i pri tome

5
potrosile redom 100%, 555%, i 50% novca koji je svaka od njih imala kod

sebe. Onda su rijedile da ukupan ostatak novca medusobno podiele na
jednake djelove. Branke je dala Anki 100 dinara. Koliko novca jeVesna dala
Anki?

Dat je jednakokraki trougao ABC, kod koga je AC=BC. Simetrala £ ABC
sijece krak AC u tacki D. Prava p sadrZi tacku D, normalna je na AD i sijeCe

pravu AB u E. Dokazati da je BE=2AD.

Na kruznici su redom date tacke A, A,,...A. Svakoj tacki je dodijelien
jedan prirodan broj tako da vaze slededi uslovi:

a) Tackama A, A, | A;, SUREDOM DODIJELJENI BROJEVI 1, 19 | 50;
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b) Zbir brojeva koji su dodijeljeni bilo kom nizu od 20 uzastopnih tacaka je 100.
Odredi koji je broj dodijelien tacki Ay, .

Vil razred

U ostroglom trouglu ABC visine BE i AG sijeku se tacki D. TaCke M, N, P,i Q su
redom sredista duzi AD, BD, BC i AC. Dokazati da je Cetvorougao MNPQ
pravougaonik.

Dokazati da je broj
2002-2003-2004 - 2006 - 2007 - 2008 + 36
Kvadrat nekog prirodnog broja.

Ako su m i n prirodni brojevi i ako je broj m n+1 djeliv sa 24, onda je broj
m + n djeljv sa 24. Dokazati.

Sestorka cifara abcdef predstavija vrijeme na digitainom Easovniku. Pri tome

cifre ab odreduju broj sati od 00 do 23, cifra ¢d odreduje broj minuta od 00
do 59 cifre ef odreduju broj sekundi od 00 do 59. Koliko ima ovakvih Sestorki
za koje i Sestorka cifara fedcba predstavija vrijeme koje se moze procitati na

digitalnom casovniku?

Neka je ABC jednakokraki trougao kod koga je AC=BC i ugao pri vrhu C
jednak je 20°. Ako je M tacka na kraku BC i CM =AB, odrediti veli¢inu £ AMB.

VIl razred

Odrediti najmaniji broj oblika 101010...10101 koiji je djeljiv sa 9999.

Osnovna ivica pravilne trostrane piramide je 3dm. Piramida je presjeCena sa
ravni koja sadrzi jednu osnovnu ivicu i normalna je na naspravnu bocnu ivicu
i pri tome je dijeli u odnosu 9:8, racunajuéi od tjemena osnove. lzracunati
povrdinu piramide.

Akosu a, b i ¢ duzine stranica trougla , onda je

a b ¢ b ¢ a
| —+—+——————= | <1.

b ¢c a a b ¢
Dokazati.

Dat je pravilan sedmougao ABCDEFG stranice 1. Dokazati da je
1 1

—+—=1.

AC AD

Na kruznici je dato 2005 plavih i 2005 crvenih tacka koje dijele kruznicu na

4010 podudarnih lukova . Svaka crvena tacka je srediste nekog luka sa

plavim krajevima. Dokazati da je svaka plava tacka srediste nekog luka sa

crvenim krajevima.
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Regionalno takmicenje 2006. godine

Vlrazred

Odrediti sve cijele vrijednosti promjenljive X za koje je

2 x-1 1
_— - S —
3 12 4

Cijena patika je najprije povecana za 10%, a zatim je nova cijena snizena za
10%. Koliko su kostale patike, ako je razloka izmedu poslednje dvije cijene
5,5€?

Konstruisati kvadrat ako je zbir njegove stranice a i diagonaled duz
prikazana na slici.

a+d

Stranica AB paralelograma ABCD je dva puta duZa od stranice BC, a M je
sredina stranice AB. Pokazati da su duzi CM i DM uzajamno normalne.

Na skolskom takmicenju ucestvovalo je 25 ucenika.Otog broja 21 ucenik je
rijesio prvi zadatak, 20ucenika drugi, 19 ucenika frec¢i i 18 ucenika Cetvrti
zadatak. Da li se moze zakljuciti da su 3 ucenika rijesila sva Cetiri zadatka?
Obrazlozi odgovor.

VIl razred

P

Odrei broj —, p,q eN sa nagjmanje mogucim imeniocem, koji je veci od
q

1 . 1
——, amanji od .
2006 2005

Dokazati da je broj 12* + 9% dijeljiv sa 15.
Konstruisati pravilan Sestougao Cija je povriina jednaka zbiru povrsina tri data

pravilna Setougla sa stranicama a,,a, i a;.

U ravni paralelograma ABCD, a nad njegovim stranicama sa spoljne strane
konstruisani su kvadrati. Dokazati da je Cetvorougao Cija su fiemena centri
ovih kvadrata, takode kvadrati.

Od sedam raznobojnih cvjetova treba napraviti buket u kojmu se nalaze tri
cvijeta. Na koliko se nacina to moze uraditie
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VIl razred

Za realne brojeve a, b i ¢ vazi a’+b®+c? =ab+bc+ac. Dokazati da je
a=b=c.

U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednacinu

2X=5 L X —ex+16 =24 X22,. X4

3 3 6 2

U Sali se nalaze stolice sa 3 i 4 noge. Kada na svaku stolicu sjedne samo po
jedan ucenik, u sali je ukupno 77 nogu. Koliko u sali ima stolica sa 3 noge, a
koliko sa 4 noge?

U jednakostrani¢nom frouglu stranice a upisana je kruznica K;. Jedno tieme

. . L. a . . e
trougla je centar kruznice k2 poluprecnika E Izracunati povrsinu lika izmedu
K, ik,.

IzraCunati zapreminu pravilne Sestostrane prizme , ako je manja dijagonala
prizme 8\/6 cm i sa osnovom zaklapa ugao od 45°.

Republicko takmicenje 2007. godine

VIl razred

Brat i sestra mjerili su koracima duZinu i Sirinu vrta pravougaonog oblika. Kad
je brat iSao po duzoj stranici, a sestra po kracoj stranici, zajedno su napravili
270 koraka. No, kada je brat iSao po kracoj, a sestra po duzZoj stranici
pravougaonika, zajedno su napravili 290 koraka. DuZina koraka brata je 0,8
m, a duzina koraka sestre je 0,6 m. Kolika je povrsina vrta?

Ukupna masa posude napunjene vodom (posude zajedno sa vodom) iznosi

2000 grama. Odlijemo li 20% vode, ukupna masa ¢e se smanjiti na 88%
prvobitne mase. Odredi masu prazne posude i masu vode.

2 3 2 .. . - .
Rastaviti polinom (x + x +1)(x + x +1) -1 na Cinioce, pa zatim dokaZzi da je
vrijednost polinoma negativna za svako x < 0, x#-1 i pozitivha za svako x>0

U pravouglom trouglu ABC hipotenuza c¢=20cm, poluprecnik kruznice
upisane u trougao je I i poluprecnik kruznice opisane oko frougla je R . Ako
je r:R=2:5, odrediti obim i povriinu tog trougla.

Oko tjemena jednakostraniCnog trougla stranice a
opisani su (do presjeka sa stranicama) lukovi kruznice
kojima pripada teziste trougla. Na taj nacin dobija se
figura u obliku trolisne ruze. Izracunafi njenu povrsinu i
obim.

20



Opstinsko takmicenje 2004. godine

Il razred
Obim spoljasnjeg ruba pravouglog okvira ogledala je 120cm. Koliki je obim
unutradnjeg ruba tog okvira ako je okvir Sirok 5cm.

Tri cigle i teg od 6kg imaju masu kao 4 cigle i teg od 2kg. Koliko kilograma
ima jedna cigla?

Majka ima 35 godina, a kéerka 9 godina. Za koliko godina ¢e majka biti 3
puta starija od kéerke?

Zbir dva broja je 756. Ako prvome oduzmemo 84, a drugome dodamo 62
onda se dobiju jednaki brojevi. O kojim je brojevima rijec?

Na takmi¢enju iz matematike ucestvovalo je 240 ucenika prvog, drugog i

1
treceg razreda. Ucenika treceg razreda bilo je E ukupnog broja ucenika,

1
ucenika drugog razreda 5 od broja ucCenika treceg razreda, a ostalo su

ucenici prvog razreda. Koliko je na tom takmiCenju ucestvovalo ucenika
prvog, koliko drugog, a koliko tre¢eg razreda?

Opstinsko takmicenje 2005. godine

Il razred

Pomocu Cetiri devetke, znakova racunskin operacija i zagrada, napisati Cetiri
razli¢ita brojevna izraza od kojih svaki ima vrijednost 1.

Na dva tasa vage stoje 24 tega. Na jednom tasu vage su tegovi od po 5 kg,
a na drugom od po 3 kg. Po koliko je tegova na svaku stranu ako je vaga u
ravnotezi?

Jedan Covjek ima 38 godina i 4 sina. Najstarijem sinu je 8 godina, a razlika
izmedu sinova je po dvije godine. Kada ¢e zbir godina sinova biti jednak
broju godina oca?

Vrijednost izraza a-b+c je 986. Kolika ¢e biti vrijednost izraza, ako se svaki od
brojeva a, b, c umaniji za 86?

Dvije njive, jedna oblika kvadrata i druga u obliku pravougaonika imaju
jednake obime. Zbir tih obima je 320m, pri Cemu je Sirina pravougaonika njive
dva puta manja od duZine njive u obliku kvadrata. Odrediti dimenzije
kvadrata i pravougaonika.
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IV razred

Koliko ima trocifrenih brojeva koji imaju istu vrijednost da se Citaju s lijeva u
desno, bilo s desna u lijevo?

Ako je a+b=1800 izraCunati 3805-a-b.

Tri djeCaka imala su zajedno 310 € i odluCe da kupe biciklo. Prvi za biciklo da
64€, drugi 56€, a tredi 40€ Koliko je svako od njih imao novca, ako je poslije
kupovine bicikla svima ostala ista suma novca?

Data su dva jednaka kvadrata koji imaju povrSiinu po 100cm 2. Ako se
stranica jednog kvadrata poveca za 2 cm, a obim drugog za 16 cm, koji ¢e
kvadrat poslije ovih izmjena imati ve€u povriinu?

Zbir ivica kocke je 1224 cm. Kolika je povrdina, a kolika zapremina te kocke?

Opstinsko takmicenje 2006. godine

IV razred

Za koplje, 3tit, ma& i konja jedan vitez je platio 25 zlatnika. Stit, ma& i konj
kostaju 22 zlatnika, a koplje, 3tit i mac 15 zlatnika. Koliko pojedinacno kostaju
koplje, stit,i mac, ako koplje, stit i konj kostaju 17 zlatnika?

lzracunaj vrijednost izraza:

(2006+2004+2002+---+6+4+2) — (2005+2003+2001+---+5+3+1)

Idu¢e godine Nada ¢e imati dva puta vise godina od Jagode. Koliko godina
ima Jagoda, a koliko Nada, ako se zna da je Nada 7 godina starija od
Jagode?

Darko iz prve klupe je primijetio: « Ako se broj jabuka u korpi sabere sa brojem
uCenika dobija se tacno 100n. Potom je ucitelj svakom uceniku podijelio po 2
jabuke, a pri tom je u korpi ostalo 19 jabuka. Koliko je u€enika u fom
odjeljenju i koliko je jabuka bilo u korpi?

Ako se stranica kvadrata poveca za 2 cm, onda se dobije novi kvadrat Eija

je povriina za 144cm 2 veéa od povrsine prvobitnog. Izracunati obim i
povrsinu prvobitnog kvadrata.
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Opstinsko takmicenje 2007. godine

Il razred

Za numeraciju jedne knjige upotrijebljeno je 129 cifara. Koliko stranica ima ta
knjiga?

Vlado, Jasna i Mirjana su prije 5 godine imali zajedno 20 godina. Koliko
godina ¢e imati za 8 godina?

Matija je polovinu svoga dzeparca dao starijoj sestri Sari, a Cetvriinu
dzeparca mladoj sestri Jagodi, tako da je njemu ostalo svega 25 eura. Koliko
je novca imao Matija na pocetku?

Andrija je izabrao jedan broj, pomnoZio ga brojem 10, dobijenom proizvodu
dodao 10, pa zbir podijelio sa 10, od rezultata oduzeo 10 i dobio 1. Kaoji je broj
Andrija izabrao ?

Kvadrat je dviema pravama podielien na dva kvadrata i dva
pravougaonika. Koliki su obimi datog kvadrata i dobijenih pravougaonika,
ako su obimi dobijenih kvadrata 16 cm i 36 cm ?
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RjeSenja

Regionalno takmicenje 2003. godine

VI razred
b+c=g; (b+c)+(a+c)+(a+b)=2(a+b+c)=14;
a+c=5—§; a+b+c=7;
a+b:§; a:7—§; b:7—§; c:7—E = a:g; b:—gic:g.
3 6 3 2 6 3

Oznacimo trazeni broj sa X . Tada poslije dopisivanja broja 9 dobijamo broj
10 X +9, pa broj (10 X +9):3. Ako mu dopiSemo broj 7 dobijamo broj

10((20 x +9):3)+7 koji podijelien sa 11 daje koli¢nik 67, 1j.

(10((10 X +9):3)+7):11=67. Otuda se dobija X=21.

1 3 4
Kako je § odnosno §druge sume novca jednake 5 prve sume, to je prva

3 1
suma jednaka Z druge, tj. — druge sume novca je 12¢€, §to znaci da je drugi

djecak imao 48€ a prvi 36€.

Iz A AMN slijedi: a+ 1+ /2=180°;
aiz AMBD A1= £+ 9 (spoljasni ugao
trougla jednak je zbiru dva unutrSnja
nesusjedna ugla). Na istinacin iz ANCE je
L2=y+80,paje
a+p+y+0+6=180°.

Trouglovi ACD i BCD su pravougli.

Poznata nam je osobina da je hipotenuza E
dva puta duza od odgovarajuce tezisne duzi.
Zbog toga je DE=EC, pa je A CDE jednakokraki i
Z/EDC = ZDCE . Sli€no, trougao CDE je A b
jednakokraki pa jei ZCDE = ZDCF . Dakle,

/EDF = ZEDC + 2ZCDF = #ZDCE + «DCF = ZEDF =90°
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Vil razred

2003* — (2003 +1)2003° + (2003 +1)2003% — 2003

1. Q(2003) =
Q(2003) 2003 -1
2003 - 2003 —2003° + 2003° + 20032 — 2003 _
B 2002 a
_ 2003(2003-1) _ 5 0o

2002

2, %xﬂJ?—M=J§—HN7+@5Y
%x+4—J_=J@t]?Y
%X+4—\/7=|5—\/7|
%x:5—J7—M—J7)
%x=5—J7—4+J7

X =2.

3. Iz podudarnosti AACD i ABCD slijedi
|AC|=|BD]i £ ACD=/BDC.Kako je
AOFD = AOCF (£ ODF= / OCF,

Z OFD= Z OFC=90°,0F je zajednicka
stranica) zakljuCujemo da je |
OC|=]0OD]. Dakle, ACOD A E
jejednakokrako-pravougli, pa je

Z OCD=45°. Jasno je da je i A OCF jejednakokrako-pravougli, pa je
| OF | =| CF|=4cm. Slicno se zakljuCuje da je | OE| =] EB|=5cm. Dakle, visina

10+8
trapeza je |EF]=9cm, paje P = T-9 =81cm?. 1z A OCF dobijamo da je

oy}

0C=4+/2 ,aiz AEBO daje |OB|=5+/2 . Konaéno, iz AOBC |BC| ?=32+50,
ti. |BC|=+/82 . Otuda je O=(10+2+/82 +8)cm=(18+2+/82 )cm.

C D
4. Nekasimetrala S stranice BC sijece kruznicu /

opisanu oko trougla ABC u tacki D. Kako je
|CD|=|BD],toje £BCD= ./ CBD. Dokaza¢emo
da je prava odredena tackama A i D simetrala

Z/ BAC. Naime, / CAD= ./ CBD, kao periferijski /A B
uglovi nad tetivom CD. Isto tako,
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Z BAD= / BCD takode kao periferijski uglovi ad tetivomBD. Otuda je
Z CAD= Z BAD, tj. tackama A i D je odredena simetrala £ BAC.

5. Oznacimo sa m (m €N) broj odigranih partija. Saglasno uslovima zadatka
dobijamo jednacinu 40% m =18, Cije je rieSenje 45. Dakle, ukupno je odigrano
45 partija. Neka je n (n €N) oznacava broj uCesnika turnira. Bilo koji od
Sahista odigrao je N -1 partiju (igrao je sa svakim od preostalih n -1 Sahista).

n(n-1
Ukupno je odigrano % partija. Prema uslovima zadatka dobijamo

=45, paje n(Nn-1)=90. Kako je n(n-1)=1079,

) .. n(n-=-1
jednacinu T

zaklju€ujemo da je N =10, tj. Da je na turniru ucestvovalo 10 takmicara.
Vil razred

1. Neka je dat dvocifren broj ab. Dopisivanjem jedinica dobijamo broj 1abl. Iz
uslova zadataka imamo labl=2lab, pa je 1001+10ab=2lab. Dalje je
11 ab =1001. Otuda slijedi da je ab=91.

2. Poluprava As je simetrala ugla kod tiemena A trougla ABC. Kroz tacku C
nacrtaj pravu CE|| As. Trougao ACE je jednakostraniCan. Kako je
AEBC~ A ABD, tada je AD:EC=AB:EB, AD:6=12:18, AD=4cm.

2 §+a_2+a_3_ 2a+3a’+a’ 2a+2a’+a’+a’ 2a(l+a)+a’(l+a)
3 2 6 6 6 6
(l+a)(2a+a®) a(a+l)(a+2)

6 6

Dobijeni brojilac predstavlja proizvod tri uzastopna prirodna broja, od kojih je jedan
uvijek djeljiv sa 2 a jedan sa 3. Otuda slijedi da je taj proizvod djeljiv sa 6. Znaci,
brojilac je sadrzalac imenioca, pa dati razlomak ima cjelobrojnu vrijednost.

4, a) Povrsina piramide se sastoji od pravougla trougla Cije katete imaju
duzine acm ijednakostrani¢nog trougla ABC, stranice

a /2 cm. Otuda je

a®  (av2)'\3 ¢ S
4

2

a
P=3.2 =Z_(3++/3)cm? |

2 2
b) ZaizraCunavanje zapremine piramide za osnovicu
uzmimo trougao ABS, a za visinu duz CS. |
1 a’ 1 1 5 e
V,==-—-a==-a% V,=a’->a’=>a’ -
3 2 6 6 6 7S

paje V;:V, =1:5.
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a) Jednacina prave pima oblik funkcije y=ax+b. Prava p prolazi kroz
tacku K(6,-2). Ako koordinate tacke K zamienimo u jednacinu y=ax+Db

dobijamo jednacinu 2 =6a+b. Sli¢no, zamjenjujudi kordinate tacke $(2,1) u
jednacinu prave p dobija se jednacina 1=2a+b. Dobijene jednacine &ine

sistem jednacina sa nepoznatim ai b . Rjesavanjem ovog sistema dobija se

3 5 3 5
a=——ib==.0tudaslijedidaje jednacina prave p: y=——X+—.
4 5 ) ISy P p:y 4 5

10
b) Trougao OMN je pravougli (vidi sliku). DuZina jedne katete je |OM| :?, a

5
druge |ON|:E. Primjenom Pitacorine teoreme dobjiamo:

IMN]?=JOM] ?+]ON] ?

, 100 25 A
IMN] " =—+—
9 4 N
|MN|2:@ \ D
36
|MN|:§. M
6 >
@]
c) Trougao OMN ima povrsinu
10 5
P=|OM|ON|= 3 2=§.Tokodeje
2 2 6
1 2P 2265
P=—|OD|| MN dakleje]OD|=——F—=—F—=
2IO | MN |, odakle je | OD| IMN|~ 25
6

27



Republicko takmicenje 2003. godine

VI razred

Kako je 0°C=32 °F, 100° vrijedi 180°F. Otuda sljedi da jedan podeok
Celzijusove skale odgovara 1,8 podeoka Ferhajtove skale. Neka je
temparature x °C jednako x °F. Tada je x=32+1,8x ili0,8x=-32, tj. x=-40°.

Neka su D i E podnozja visine i tezisne linije A
iz tiemene Aineka je EF normalno na AC
(vidi sliku). Trouglovi ABD, ADE i AEF su ol o F

podudarni, sto treba dokazati.

Iz podudarnosti tih trouglova slijedi da je
BD=DE=EF=x. Kako je E podnozje teziSne C
duzi, to je BE=EC=2x. Kako je ACEF X D X E

pravougli frougao, a ce je dva puta vece od EF, slijedi da je £LE=60° a
Z C=30 °, kako je £ DAC=/FEC=60° (kao uglovi sa normalnim kracima),
dobijamo da je 2 ¢ =60°, @ =30°. Otuda je £ A=3¢@=90°i £ B=60°.

Ako je CR=RQ=QR=PB=BA, tada je:
Z1=X
£2=2X
L 4=2X
£ 3=180°-4X
£5=/6
/5=180°-(L 1+ /£ 3)
£/ 5=180°-X-180°+4 X
£5=3X
£ 6=3x
LT7=/B-/6
[0]
7= 180°—x

-3X

_180°-7x
2
_180°—x
2
/A=/8
A+ /8+/7=180°
2/ A+ /7=180°

o_
22 A2 a0

£7

ZA

180°-x 180°-7x
2 +

2 2
X=20°

=180°
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Proizvod dva dvocifrena broja vedi je ili jednak 100-100 =10000, a maniji od
1000-1000 =1000000. Otuda slijedi da je on ili petocifren ili $estocifren broj.
Ako je taj proizvod petocifren broj, on je 33333, Sto slijedi iz uslova zadatka.
Kako je 33333=3-11111=3-41-271=123-271, to su u ovom slu¢aju trazeni
beojevi 123 271.
Ako je taj proizvod Sestocifren broj, on je 333333, Sto slijedi iz uslova zadatka.
Kako je 333333=3-111111=3-111-1001=3-3-7-11-13-37, to su u ovom
slu€¢aju moguce sledece tri kombinacije:
(3-3-7-11)-(13-37) =693-481;
(3-3-7-13)-(11-37) =693-481;
(3-7-37)-(3-11-13) =693-481.
Neka je trazeni broj x10y. On je djeljiv sa 36 ako je djeljiv sa 4 i 9. Da bi bio
djeljiv sa 4 mora Yy biti jedan od cifara 0 ili 4 ili 8. Da bi bio djeljiv sa 9 mora
zbir cifara X + y +1 biti djeljiv sa 9. Otuda slijedi, koko y moze biti jedna cifara
0ili4ili8, da Xx+1,X+5,X+9mora biti djeljivo sa 9. To je moguce ako je:
X+1=9,x=8;
X+5=9,x=4;
X+9=9x=0;
X+9=18,x=09.
Inadi, frazeni brojevi su 8100, 4104 i 9108.
VIl razred
Datu nejednacinu zamijenimo nizom ekvivalentnih nejednacina
X' =9>(9-1)-(9+9% +9% +...49%0 1 92002 | 92004)
X4 —9>09249% 4...4 Q002 L 9203 | 92004 _g_g2 Qg3 _... _ Q20 _ 2002 _ 2003,

(X2)2 _ (91002)2 > O
(X2 _ 91002)(X2 + 91002) > 0
(Xx—9%M)(x+9%) >0
RjeSenja poslednje jednacine prikazana su na slici:

1 1 [—

_ g% o g5

Najmanje cjelobrojno pozitivno rjeSenje zadane nejednacine je 9% Kako se
stepen broja 9 zavrSava cifrom 1, ukoliko je broj devetki paran, odnosno cifrom 9

ako je broj devetki neparan. Zklju¢ujemo da se 9° zavrsava cifrom 9.

2.

Neparni brojevi pri dijeljenju sa 4 daju ostatk 1 ili 3. Tada iz uslova zadatka
slijedi da bar dva od brojev a,bili ¢ pri dijeljenju sa 4 daju jednake ostatke.
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Otuda slijedi da su posmatrani brojevi oblika 4k +1ili4m+3, kdje su Ki
m cijeli brojevi.

Naka , naprimjer, brojevi ai b pri dijelienju sa 4 daju ostatak 1. Tada je a =4k +1
ib=4m+1.Otudaje a-b-1=(4k +1)-(4m+1)—-1=4(4km+k +m).
Otuda sliedida je a-b—1 djeljvo sa 4.

Ako, naprimjer bi ¢ pri dijelienju sa 4 imaju ostatak 3, tadaje b =4k +3 i
c=4m+ 3. Sada je lako vidjetida je bc—1=4(4m+4m+4k + 2), paje
bc -1 djeljivo sa 4.

Time ja pokazano da je bar jedan od brojeva a-b—1, bc -1, ca—1 djeljivsa 4.

3. Iz trougla MOE slijedi:

2 —EM2+OM?, r? :(%ED)2+(%BC—AB)2,

r? :%(AD + AE)? + (%(AB + AC) - AB)*, pa je

@) 4r? =(AD+AE)2 +(AC—AB)2.
Iz trougla ONC slijedi:

r2 —ON? + NC?: rz(%ED—AD)ZJr(%BC)Z;

r’= (%(AD + AE) — AD)? +%(AB +AC)?, paje

**) 4r® =(AE—AD)2 + (AB +AC)2.

Sabiranjem (*) i (**) dobijamo

8r? = (AD + AE)2 + (AC — AB)2 +(AE - AD)2 +(AB + AC)2
Sredivanjem poslednje jednakosti dobijamo trazenu jednakost.

4.  Nekaje ED| AC. Prvo riedenje. Kako je AADE ~AADB (uglovi @i f su jednaki

kao uglovi sa normalnim kracima), to D c
je AD:AB=EA:AD, paje AD*=4.9, P
_ _ 4+9 p
tj. AD=6cm. Otudaje P = T-G a./ o
P=39cm’ a s
E A B

5. Sto razlicitih tacaka, pod uslovom da

. s . e . 100-99
bilo koje tri od njih ne mogu biti kolinearne, odreduje

= 4950 pravih.

Sest tacaka A, B, C, D, E i F odreduju — =15 pravih, pod uslovom da bilo

koje tri od njih ne mogu biti kolinearne. Ako te tacke pripadaju grupi od 100
datih tacaka i ako predstavijaju Sestorku kolinearnin tacaka, one nece
odredivati 15 pravih, nego jednu pravu. Kako takvih Sestorki ima 10, broj
pravih koje odreduje 100 tacaka iz zadatka jednak je 4950-10-14 =4810.
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VIll razred
Kakoje (X—Y)*>0,toje X* +y* > x*+y> +2xy—x* - y® paje
x* +y? 2%(X+ y)?. UzZimaju¢idaje X = a+§ iy= b+% dobijamo
1 a+b l 1 25

12 12 1 12 2 2 1 2
a+ )+ (0+0) 2@+ —bre) = (@b D) =S ) ) =2

U dkazu su koristeni uslovi iz zadatkada su a i b pozitivni brojeviida je a+b =1.
Otudaje 0<a=<1i0=<b=<1.Koriscen jeiodnosizmedu gemetrijske i aritmeticke
a+ b

2

sredine va-b <

2. Neka je X traZzeni broj. Tada se iz uslova zadatka dobija

*) x=15Im+40=152n+ 27,

gdje su m i nprirodni brojevi. Posto je X cCetvorocifren broj oCigledno je
_x=27 < 10000 — 27

152 152

m—n # 0, tada bi apsolutna vrijednost broja n—13 bila ve¢a od 150. To je

nemoguce jer je N <65. Otuda slijedida je N—13=0. Otudaje h=m=13.

Inaci x =151-13+40=152-13+ 27 = 2003.

<65. Iz (*) dobijamo 15(m—-n)=n-13. Ako bi

3. Kako se bazen zal0 minuta napuni toplom vodom do visine 1m, slijedi da se
bazen svakog minuta puni toplom vodom 0,1m. Otuda slijedi da ¢e se
toplom vodom do visine 0,75m napuniti za 7,5 minuta.

Kako se bazen za 10 minuta napuni hladnom vodom do visine od 0,5m, slijedi
da se bazen svakog minuta puni hladnom vodomO0,05m.

Iz uslova da je punjen bazen do visine 1,25m obavljeno tako $to se do visine
0,75m bazen ponio samo toplom vodom, a nakon toga je punjenje
obavljeno toplom i hladnom vodom, slijedi da je 0,75+ x-(0,05+0,1) =1,25,

gdje je X vrijeme za koje je punjenje bazena obavljeno toplom i hladnom
vodom. RjeSavajuéi jednacdinu po X dobijamox=10:3, pa je

1
X =3=minuta. Znadi bazen se do visine od 1,25m napuni za

1 .1 _ _ . .
(75 + 35) minuta tj. Za 10 minuta i 50 sekundi.

4, Trouglovi ABO i COD su sli¢ni sa koeficijentom sli¢nosti 3
(AB:CD=BO:OD=A0:0C=1:3). Otuda slijedi da je
Puop = Pasoc =3 Paoco | Paace =9 Paocp - Tadaje

Proness =16 Paoco

trapeza
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5. Sa slike se uoCava da se povrsina rotacionog tijela moze izr¢unati po

formuli P =M; +M,+M, -M, povriine omotaca koji nastaju rotacijom

truglova AABB,, ADCC,, AEBB,,i AECC,.
Kako je A ABE ~ADCE, slijedi da je 204/3:64/3 = (14+x):x,paje x=6.Kakoje,

dalje, DF:%CD:%-G-ﬁz&\@, tada

se iz pravouglog trougla A DEF dobija
FE?=x?*-DF? =9, paje FE=3.

IZ ACDO, ~ADFE, slijedi
CD:x=r:FE, paje 6\/§Zﬁ=r23,tj.
r= 3\/§. Na slican nacin se dobija

R= 10\/5. Kako su izvodnice omotaca
M;,M,,M;i M, odgavarajuce

stranice zadanog trapeza, tada se
mogu izracunati njihov povrdine.
Sprovodedi racunanije tih povriina

dobijase P, =27(327 + 914/3)cm?.

Postupaju¢i na slican nacin kao kod izraCunavanja povriine, zapreminu
rotacionog tijela izracunavamo po formuli V; =V, —(V, +V,)+V,, gdje su

V,.V,,V; i V,zapremine kuoa koje nastaju rotacijom truglova AABB,, ADCC,,
AEBB,, i AECC,. Posto se mogu izracunati visine tih kupa, dobija se da je
V; =19467cm®.

Sveznog takmicenje 2003. Godine

VI

1. Ocigledno je da se brojevi 1% 5%% j 62 zavrsavaju redo ciframa 1, 5, i 6.

Neparan stepen broja 4 odnosno broja 9 uvijek se zavrsava cifrom 4 odnosno
9. na kraju brojevi 2 i 3 stepenovani brojm oblika 4k+3 uvijek se zavrsava
cifrom 8 odnosno 7. Prema tome dati broj se zavrSava cifrom
1+8+7+4+5+6+9=20. Otuda slijedi da je taj broj djeljiv sa 10.

2. Neka su a,b i C stranice trougla ABC i t ,=AD tezidna linja. Iz AABC je

a , a N . . . .
t,>~¢C —E, aiz AADCje t, ~Db —E. Sabiranjem ovih nejednakosti dobijamo

2t, ~b+c—a,t
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b+c-a

* t,> >
Produzimo AD preko tacke E tako da je AD=ED.1Z AAECje 2t, <b+c, .
o b+c
) t, < T
Iz (*)i (**)sliedi
b+c—-a b+c

a

1) —=<t, <——.
1) > 5

Analogno je

a+c-b a+c .
) T <t, < T i
a+b-c a+b
@) —=<t, <——.
2 2
Sabiranjem (1), (2) i (3) dobijamo
a+b+c C

<t,+, +t, <a+b+c.

3. S obzirom da je A ABC jednakokrak, tacke OiS

pripadaju simetrali ula £ ACB=y . Dakle £ ACO:%, a kako

O pripada simetrali duzi AC to je £ ACO=/ CAO:%. Iz ,‘v v\ B
A ACD, gdje je D srediste osnovice AB, slijedi P

Z OAB=90° -Z-Z=90° -7
2 2

Naka je P dodirna tacka kruznice k(S.r) sa produzetkom kraka AC. Tada je
/ OAB= / BAS= / SAP i / CAO+ /£ OAB+ /£ BAS+ / SAP=180° odakle je

5
%+ (90°—»)-3=180° , odnosno E}/ =90 °i konac¢no y=36° Dakle, o = f=72° i
y=36°.
4, Oznacimo sa 1 put koji prede mala kazaljka prilikom njene rotacije za 360 °,

ti. za puni krug, a put koji je preSla mala kazalka od podeoka 12h do
frazenog vremena oznacimo sa X. Tada put koji ¢eprec¢i mala kazalika od

1
trazenog trenutka do podeoka 13h je E—X, a put koji ¢e za to vrijeme
preci velika kazalika je 12 puta duzi, tj. 1-12X. Sada je jasno da mora biti

1 1 .
1-12x =X odnosno XZE punog kruga, odnosno E od 12h pa je

12 1
rezultatzadatka 12h i Eh, tj. 12h 55min 231—5.
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Neka je p broj parova djecak-djevojCica, koji sjede zajedno. Znadi broj
ucenika u parovima je 2p, jer je p broj dieCaka u parovima, a p broj
djevojCica u parovma. Neka su m i n ukupan broj djecaka, odnosno

djevojcica. Tada je p =§m ip =gn, odakle je m =gp in =§ p. Ukupan

. e 19 o 2p 12 12
broj u€enika u odjelienju je m+n=-—p. Otuda je =—. Dakle, — od
6 19 19 19
6"

ukupnog broja ucenika sjedi u mjeSovitim parovima.

VIl razred

m . . . . - .
Nekaje a=—, pricemusu M i N uzajamno prosti brojevi. Pretpostavimo da
n

1 1 m n
je a+—eZ, t. a+—=k,keN. Tada je —+—=Kk, odakle je
a a n m

m? +n® =kmn. Desna strana predhodne jednakosti je djeliva sa m, pa
m ] n, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da su M i N uzajamno prosti
brojevi.

Oznacimo sa P povrsinu AABC, sa P, povrdinu petougla ABFG, sa

P, povrsinu petougla CDEFG i sa P, oovrsinu AAED. Data je kateta

a2

1
jednakokrakog-pravouglog AABC: a=1 . Tada je Pz?za. Iz uslova
zadatka je P=P+P,+P,= 5 P,. Trouglovi BGF i AED su jednakokrako-
pravougli, pa je FG=FB i ED=EA, odakle je
(1) FG+FE+ED=+/2 .

a

Neka je BF=a, iBG=c,.Tada je Plzgl , a kako je C

2 a’ 2a’ , 2 D
P==Ptoje —==—,odnosno a," =—, tj.
175 2 52 1 75 G

V10

|

|

|
alzTiclzBG=a1ﬁ=¥.Sadaje A E F B

) GC:BC—BG:1-¥:#.

a
Slicno, iz AAED je P, :72 i P :%P (pricemu a, = ED), paje a22 :%’

odnosno a, =§, ac,=AD= azx/_zg, odakle je
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V10 _5-410

(3) CD=AC-AD=1-~—— =
5 5

Konacéno, sabiranjem (1), (2) i (3) dobijamo obim petougla CDEFG:

ﬁ+5_§£+5_5\/ﬁ=10+5ﬁ_52£_m |

O=FG+FE+ED+GC+CG=

Iz jednakosti m? +n® = 2004(a +b) slijedi da je broj m* +n’ dijeljiv sa 3, ito
je jedino moguce ako su m i n djeljivi sa 3. Medutim, tada su brojevi m? i n?
djeljivi sa 9, pa iz predhodne jednakosti zakljucujemo da je broj a+b djeljiv
sa 3. Kako je broj a-b djeliv sa 3, 3to sljedi iz jednakosti
m? —n? =2002(a—b), to su brojevi a i b dijeljivisa 3.

U pocetku igraC B briSe brojeve djeljive sa 3 sve dok ih ima. Kad na tabli
ostanu samo brojevi koji nijesu djeljivi sa 3 (5to ¢e se desiti najksnije poslije 333.
poteza) igraca B, on nastavlja da briSe brojeve proizvolino. Kad na tabli
ostane tri broja, na potezu je igrac B. Medu ta tri broja postoje bar dva koji
daju isti ostatak pri dijeljenju sa 3. Ta dva broja ¢e igrac B ostaviti, a izbrisace
onaj treci. Time postize pobjedu.

Sa Sy, oznacimo povrsinu frouglova XYZ. Treba dokazati da je

SPAB +SPCD +SPEF = SPBC +SPDE +SPFA

Svaki od Sest trouglova ima po jednu stranicu jednaku stranici Sestougla.
Oznacimo duzinu fe stranice sa a.
Neka su h;,h,, h,,h,,h; i hy redom visine iz temena P trouglova PAB, PBC,
PCD, PDF, PEF i PFA. Tada je

ah, ah, ah,

Spag +Spep + Sper = 9 +7+7:

a
E(hl +h; +hy),

ah, ah, ah
Seec + Sppe + Spra :TZ+T4+76:

a :
E(h2+h4+h6). \

Posmatrajmo trougao T, Cija su tjemena presjeci pravih: ABNCD i CDNEF i
EFNAB i i trugao T, cija su tiemena u presjeku previh: BCNDA i DENFA |
FANBC. Trouglovi T, i T, su jednakostraniCni i podudarni. Neka je njihova
visina h. Kako je h, +h; +h, =h i h, +h, + hy =h, slijedi tvrdenje.
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VIl razred

Brojevi a,b i C su duZine stranica nekog trougla ako i samo ako postoje realni
brojevi X,y,z >0 takvidaje a=y+z,b=z+Xx,c=x+Yy.Tadaje

b+c-a c+a-b a+b-c
X=—— = =

-0, y=—-->0,2 0
y 2

Pa je data nejednakost ekvivalentna nejednakosti
2:X-2-y-2-25(Yy+2)(Yy+ X)(X+Y),

Koja je tacna jer je na osnovu nejednakosti izmedu aritmetiCke i geometrijske
sredine dva pozitivha broja

S s s

Odnosno

(y+2)(y +X)(x+y) = 2\/yz - 2J2x - 2,xy .

Neka tacke B i M pripadaju jednom, a tacke N
i C drugom kraku datog ugla. Kako su uglovi
MBP i MAP pravi, tfaCke B, P A i M pripadaiju istoj
kruznici, pa su uglovi ABP i PMA jednaki, kao
periferijski uglovi nad istom tetivom AP. Slicno,
tacke P,C,Ni A pripadaiju istoj kruznici, a uglovi
PAC i PNC su jednaki kao periferijskiuglovi nad
istom tetivom PC. Medutim, ugao PMN je jednak uglu PNC(prvi je periferijski
ugao nad tetivom PN upisane kruznice, a drugi je ugao izmedu te tetive i
tangenteNC), pa je £ ABP=/ CAP.

Kako je dijagonala kocke DB, presjek ravni y i 8 » -
izmedu kojih se trazi ugao, to freba uociti neke ravni o

koja je normalna na DB, . Presjek te ravni sa ravnima

y i f ododredice trazeni ugao. Ravan « je A \ E

odredena tackama A;,C i D, jer je oCigledno

DB, normalno na « . Ako su S i Tredom sredista

duzi ACiCD,, tadasu AT 0 D, S presjeci ravni o sa C
ravnima y i . Medutim, ATiD, S su visine

jednakostrani¢nog trougla ACD,, pa je trazeni
ugao60° A

IZX+7y=(X+Y)+6y zakljuCujemo da je jedno od tvrdenja od tvrdenja (c)
ili (d) lozno. Dakle, tvrdenje (a) i (b) su istinita. Iz (b) dobijono X+ Yy =3y +5.
Desna strana ove jerdnakosti nije djeliva sa 3, pa 3 nije djelilac od X+ VY, tj.
tvrdenje (c) je lazno.
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Iz (a) dobijamo Xx+1=Kky,(k e N). Kada ovu jednakost uvrszimo u (b)

6
dobijamo ky =2y +6, odakle je y = DTS
Budué¢i da je ye N,k—-2¢e{1,2,3,6}, tada je ye{6321} Iz x=2y+5i
y €{6,3,2,1} dobijamo x €{17,11,9,7}. Dalie je (X,Y) €{(17,6),11,3),(9,2),7,1).
Od navenih parova tvrdenje (d) zadovaljavaju (17,6) i (9.2).

DuZina trake moZe biti najvi§ 2003. Poijelimo pravougaonik na trake 1x2003.
prvu ostavimo cijelu, drugo podijelimo dva dijela duzine 1 i 2002, fre¢u na
dva dijela duzine2 i 2001 i td. Tako moZzemo da idemo do 1002. trake, koju
dijelimo djelove duzine 1001 i 1002. Dakle, pravouganik 1002 -2003 moZemo
podijeliti na trake razliCitih duzina, pei Cemu su zastuplijene sve duzine od 1 do
2003. Ocigledno je da se za n <1002 pravougaonik moZe podieliti na
trazeni nacin, izostavljanjem nekih trako.

1+2+3+---+2003=1002-2003 maksimalna povriina pravougaonika koja
se mozepokriti trakama nejednake duzine ne moze biti ve¢a od 1002 -2003.
Kako je duZina pravougaonika jednaka 2003, maksimalna Sirina N ne moze
biti veca od 1002, jer bi neke trake bile upotrijebliene vise puta. Odgovor:
n<1002.

Regionalno takmicenje 2004. godine

VI razred

Naka je A ABC frazeni, tada uoc¢imo tacku
A, nastranici BC, takva daje AC = AC=b i A

AA A, C jednakokraki, aBA;, =a—b =3,5cm. a—b
Prvo ¢emo konstruisati AABA, jer su mu date

stranica AB= 5cm, ugao S =30°istranica A B
BA,=a—b =35cm ( na osnovu SUS). Tacku C

nalazimo u presjeku simetrala duzi AA; i produzetka stranice BA, . Spajanjem
tacke AB i C dobijamo frazeni A ABC.

Neka je na pocetku sjelon gledalaca, a zatim je izmedu svaka dva od njih
sjeo N —1 gledalac, to je ukupno 2n —1 gledalaca. U drugom koraku bi¢e
(2n-1) + (2n—2) = 4n -3 gledalaca, a u tre¢em (4n-3)+(4n-4)=8n-7
gledalaca, Konaéno postavimo jednacinu 8n—7 =113, &ijim riesavanjem
dobijamo da je na pocetku u redu sielo n =15 gledalaca.
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Oslobodimo se prvo prve spoljasnje zagrade

1-2+(3-(4—-— (1001-(1002-%)))---)) =501

1-2+43—(4—---— (1001 (1002 —g))) ) =501 i tako redom.
Nastavljanjem ovog postuoka dobijamo
1-2+3-4+---+1001-1002 —% =501. Nadimo potom razlike
(1-2), (3-4), ..., (1001-100), pa dobijamo jednacinu

-501% =501, odakle je X = 2004

Razlomak je pozitivan ako je:

a(c—hb)
b

1 a(c-b)>=o0ib>=0ii2) alc-b)<o0ib=<0.

Uslucaju 1)izraz a(c—b) >0, akoje (a>0ic—b>0), pa bitada bilo i
a>0ib>=0,stoneispunjava uslove zadatka, ili(a<0ic—-b=<0ib>0),
§to ispunjava uslovzadatka a <0 i b >0 i ¢ =0.Sli¢no razmatramo slucaj 2)
izraz a(c—b)<0ib<0,akoje(a<0ic—b>=0ib>0),sto neispunjava
uslove zadatka, ili(a>=0ic—b<0ib<0), takode ne ispunjava uslove
zadatka. Dakle, konacnoje a<0ib>=0ic=0.

Kako je Oyugc = Ouaep | Opaco =Ohpep - tOj€
AC+BC=AD+BD (1)
AC+AD=BC+BD (2)
Jednakost(2) napisimo u obliku AC-BC=BD-AD i
dodajmo je jednakosti (1) odakle dobijamo
2AC=2BD, odnosno AC=BD, tada je i BC=AD, pa
je na osnovu pravila podudarnosti (SSS)

A ABC=A ABD. Iz podudarnosti trouglova slijedi
daje £ CAB=Z ABD, odakle je AABO
jednakokraki, pa je AO=BO=19cm.

Vil razred

Poslije transformacije polinoma na lijevoj strani dobijamo:
(x+1)? +(2y —3)* = 0. Kako je zbir kvadrata jednak nuli samo ako su oba
sabirka jednaka nuli, zo imamo:

3
X=-1iy= E TraZzena vrijednost polinoma je:

R(-1, g) = (-1)** + 2004 -%:-1+3006:3005.
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2. Neka je trazeni broj x=1abcde. Iz uslova zadataka imamo
abcdel=3-labcde. Ako sa Yyoznadimo petocifreni  broj abcde,

imamo: y1=3-1y , paje 10y +1=3-(100000+ y), tj. y = 42875. Trazeni broj
je Xx=1y =142875.

3. Neka su duzine stranice A ABC uzastopni prirodni
brojevi, a=X,b=x+1ic=x+2, x>3.Tackom

stranica AC podijeliena je na dv odsjeCka m i n.

Iz pravouglog trougla B B, C i B B, A ,primjenom
Pitagorine teoreme imamo:

h? =a? —m?,h? =c? —n’. Odatle iziednacavanjem desnih strana i
odgovarajuéim zamjenjivanjem dobijamo 4(X +1) = (n—m)(n+m). Kako je

C

1

I
B, (podnoiije visine iz tacke B na stranicu AC) b : h

:

!

Bl

prema uslovu zadatka b = n+m = X+1 to zamjenom u predhodnoj
jednacini dobijamo daje n—m =4, ito je i trebalo dokazati.

4, Prema uslovima zadatka je CK=KB. Kako je A CHB C
pravougli, to je CK=KB=KH. Sa M ozna&imo
presjeCnu tacku kruznice i katete AC.
Kako ie £ MCK=90°, to je MK precnik kruznice. M
Kako su tetive KC i KH jednake, to je precnik

normalan na CH, 3to znaci da je MK|| AB. Prema
tome MK je srednja linijja A ABC, tj.

MK =1AB =£C.Troieni poluprecnik je r =£MK = lC )
2 2 2 4

A H

8 9
5. Usudu Aima 17 litara teCnosti od Cega ﬁvode i E soka, a u sudu B ima

9 12
21 litar feCnosti od Cega Evode i Zsoka. Kada se iz suda A izvadi 8 litara

te&nosti izvadice se S-EI = %I vode i S-EI = EI soka. U sud ée ostati
17 17 17 17
8 —%)I = E| vodei (9 —E)I = g| soka. Sli¢no iz suda B ¢e se izvaditi
17 17 17 17

72 . 96 , 117 . 156 )
—Ilvodei ZI soka, a u sudu ¢e ostati —I| vode i —1 soka. Poslije

21
presipanja po 8 litara tecnosti, kako je reCeno, u sudu A &e biti
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156

(=+8 2—) (ﬁ %) 3333| soka, au sudu B
17 117 1567 17 21" 357 ’

21 21

72
117 17 117 64 3333
1w "G T

17 17

VIl razred

3
Ako je duZina je duZina Stapa XCm, tada je od ZX odsjeCen komad duzine

2.3

1 3.1 1
—(=X) ==X. Preostali dio stapa, a to je ZX_EX = ZX ima duzinu 55cm.

34
Cio Stap bio je 4 puta duizi, pa je njegova duzina bila 220cm.

Iz prvog uslova dobijamo z = 2X+ 2y, aiz druge z =3y —3X. Pomnozimo

prvu jednacinu sad i drugu sa -2. Sabiranjem fih jednacina dobijamo
7 =12x.Kako je X pozitivan broj zaklju¢ujemo da je ve¢e od X.

n+2
Neka se razlomak - moze skratiti sa d . Tada se i razlomak
n°+4n+34
n+4n+34 o ,
———————— mote skratitisa d . Kako je
n+2
n+4n+34 (n+2)*+30 30 _ 3 .
= =nN+2+——, toseiraziomak —— moze
n+2 n+2 n+2 n+2
skratiti sa d . Zato je d djelilac brojioca tog razlomka, tj.
broja 30. B

Po konstrukciji duz MN je srednja linja ABCA , paje
paralelna sa katetom BC. Samim tim je MN L AC. Dakle, u
A ANC visine CD i MN sijeku se u tacki M, pa otuda slijedi h D
daje M orticentar ovog trougla. Zbog toga je u AANC duz

AM trec¢a visina i prava AM je normalna na pravu CN. c

RjeSenje date jednacine je X = m. BocCne strane su
jednakokraki pravougli trouglovi. Hipotenuze ovih

trouglova su osnovne ivice piramide a = X\/E = m\/E.
Visina H piramide izraCuna¢emo iz pravouglog trougla

2
ASOA H? =x% - (5 h)?, gdje je h visina baze. Kako je B
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h= ﬂ = m\/§ , otuda je H:m—3. Zapremina piramide je
2 2 3
2 3

y_lays o om

3 4 6

Republickog takmicenje 2004. godine
VI razred

_ n+12 12~ _ . L

Dabi m= =1+ — bio cio broj potrebno je da n dijeli 12. Dakle,

n n
ne{-12,-6,-4,-3,-2,-1,1, 2,3,4,6,12}. Tako je n=-12, m=0.Za N=-6, M=11
td.Na taj nacin se formira skup A={0, -1 ,-2, -3, -5, -11, 7, 5, 4, 3, 2 }. Kako je -11
najmaniji element skupa A zakljucujemo a=-11. Nejednacinu |3y -2] <6

zamjenjujemo dvojnom nejednacinom —6 <3y —2 < 6. Otuda se dobija

_? <y S%. Dakle,B={y| y €Qi _?4 <y S% }.Najveci element skupa B je

8
§. Uvrs¢avajuéi vrijednostiza & i by datu jednacinu dobijamo

—E-X——=5,éijeje riesenje X =-1—.
2 3

8

3

Za zapisivanjem Aninog telefona postoje slede¢e mogucnosti:

a) broj dvoiki je 4, a broj trojki 3;

b)broj dvojki je 5, a broj trojki 2;

c)broj dvojki je 6, a broj trojkil.

Sedmocifren broj iz a) bilo kako da su rasporedene dvojke i frojke ne
ispunjavaju uslove zadataka jer nije djeljiv sa 3. Naime, da bi broj bio djeljiv sa
12 mora biti djeljiv sa 3isa 4. Izistog razloga ofpada slucaj pod b) jer 3 ne
dijeli zbir 5-2+ 2 - 3. Razmotrimo sluéaj pod c). Broj koji se pise pomocu 6
dvojki i jedne trojke djeljiv je sa 3. Ostaje da rasporedimo dvojke i trojke tako
da sedmocifren broj bude djeljiv sa 4. Dabi se ovo desilo potrebno je da
poslednje dvije cifre tfrazenog broja budu djeljive sa4, §to je moguce samo
ako su zadnje cifre 32.Dakle, broj Aninog telefona je 2222232.

o
Iz AAMC dobijamo £ MAC+ £ ACM+ £ AMC=180 °,
odnosno S
60°-a-a+ £ AMC=180° Otuda je £ AMC=120°, N \

odnosno £ PMN=60 °. Na isti nacin se pokazuje da je A
Z MNP=60 °. Ovim je tvrdenje dokazano.
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Neka se produzeci krakova AD i BC, trapeza ABCD sijeku u tacki E i neka je
/EDC=qa i £DCB= /3, kao uglovi sa paralelnim kracima. Kako je &

spoljasni ugao ADCE bice /(p\
S=PB+@ ... 1) N
Na isti nacin se dokazuje da je /a B

D C
y=0+@ ....... 2) S v
Sabiranjem jednakosti (1) i (2) dobijamo o 5
o+y=pF+a+2¢. B

Iz ove jednakosti sliedi 0 +y > S+« .

Situacija opisana u zadatku prikazana je slikom

D

Iz grada A u grad C preko grada B stize se na 3-2 = 6 nacina. Grad B
izostavljamo iz dalje analize.

Nova situacija ( kada iz A stizemo u D preko grada C) prikazana je sledecoj
slici.

— <

Sa slike zakljuujemo da iz grada A u grad D preko C stizemo na 6-4 =24
razlicita nacina.

VIl razred

a+cC
Kakoje b= — tada je

+C a+cC

ab+bc—ac—b2:aT-(a+c)—ac—(T)z ==

2 2 2
a‘-2ac+c°4 (a-c
= ( 2 ) . Tvrdenje je dokazano jerje a#C.

Podnozje normale iz tCke O presjek dijagonala kvadreta) su tacke D i E.
UoCimo trouglove EBO i DAO i dokazimo njihovu podudarnost. Iz
podudarnosti slijedi da je OD=0E, odnosno da je cetvorougao ECDO kvadrat
Ciju duzinu dijagonale freba izracunati X =|CO|=? Hipotenuza ABC je

¢ =+/10, a dijagonala kvadrata odredenog je d = 2+/5 . Oznagimo stranice
kvadrata ECDEsa VY, paje

x> =2y% . (1)
Iz pravouglog trougla A DAO postavimo jednacinu
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y? :(%)2 —(B=Y) @)

RjeSavanjem jednacine (2) dobijaomo da je
y=2iliy=1.

Ocigledno je |CD| = |CE|=2, pa zamjenom u
jednacinu (1) dobijamo da je trazeno
rastojanje X= 242 .

Iz uslova zadatka zakljuCujemo da su povriine
sledecih parova trouglova medusobno jednaka
(imaju jednaku po jednu stranicu i njoj
odgovarajucu visinu). Navodimo parove jednakih
povrsina:

PAAKO = PAKBO , PALCO = PABLO’ PACMO = PAMDO I
Puon = Piono - Sabiranjem lijevih stran navedenih

jedanakosti dobijamo da su one jednake zbiru njihovih desnih strana. Otuda
=Pyveo* Piao+P +P, oo Paje

le PA AKO + PA LCO + PACMO + PA AON AKBO ABLO AMDO

P akon * Pewmor =P sLok +P onow -

Neka je X brojucenika VIl , a y brojucenika VII, odjelienja. Procenat

djec¢aka u VI, je 55%x =%X, auVll, je 45%y=%y,au oba zajedno

55%(Xx +Yy) = ;—2(X +Y) . Kako je zbir djecaka iz VII, i VII, jednak je

ukupnom broju djeCaka sedmog razreda ove Skole, to mozemo furmirati
sledecu jednakost 55%x + 45%Y = 52%(X + V) . lzrazavanjem iz poslednje

7
jednakosti X preko Yy dobijamo X :§.

Kako se kvadrat cifre b zavrsava cifrom b toje b jedna od cifara: 0, 1, 5l 6.
Ako je b =0 to se broj na lijevoj strani zaviava sa 00, a broj na desnoj srani
podinje sa 0, §to je nemoguce. Akoje b =1, to iz mnoZenja 2al-2al
dobijamo da je a+a =a sto je moguce pri a=0, atoje nemoguce sto
pokazuje predhodni slucaj. Ako je b =5, to se broj na lijevoj strani zavrsava
25, odnosno tada imamo 225 =5025 pa b =5 ne ispunjava uslove
zadatka.

Konacno, za b = 6 razlika (2a6)? — a6 je djeljiv sal00 kadaje a=7.

Racunanjem se pokazuje 276% = 76176 t.dasu zaa=7,b=6ic=1.
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Vil razred

Neka je X cijena olovke u centima. Tada iz 1000 < 9x <1200 slijedi
122 < x <133, aiz 1500 <13x <1600 slijedi 115 < x <123, pa, kako je X
cio broj, mora biti X =123.

Iz 2a® + 2b? =5ab dobijamo a’ + 2ab + b? :% , odakle dobijamo
(a+b)? zgizlb .paje a+b =31/a7b .Dalje je a’2ab+b? :a?b, odnosno

(a—Db)? =a7b, paje a—b=—1/a7b.2nak . j€zbogusiova 0 <a=<Db.

+b
a-b

Prema tome

Po uslovu zadatka data prava na koordinatmim osama Ox i Oy odsijeca
n n
odsjeCke OA=Z i OB:E. Tada je hipotenuza AB Pravouglog trougla OAB

5n n’
jednaka E a povriina trougla ﬂ Iz povriine A OAB i uslova zadatka,

slijedi da je hipotenuzina visina OS = c =12, pajen =60, OA=15, OB=20, a

povrisina A OAB je 150.

. 1 .
Kako je Pygy = Panco = EPABCD toje

%ABhl - %(AB +CD)(h, +h,). Dakle
25h1=%-80(h1+h2),paje h =4h,, A B

odnosno h, :h, =4:1.Kakoje AABM~ACMN,toje AB:CM=h, :h, =4:1.

Znadi, CM=% AB =12,5cm.

Kakoje ASSM= A SS'N= ASSPtoje
S"M=S'N= S'P=r=2cm, a boc&ne visine su
MS=NS=PS=4cm. Otuda je P=72cm?,
Vv=16+/3cm?.
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Savezno takmicenje 2004. godine

Vlrazred

TraZeni broj ne moze biti oblika p-q, gdjesu p i  prosti brojevi, jer bi tada
imao ukupno 4 djelioca. Isto tako ne moze biti ni oblika p2 -Q, jer bi tada
imao 6 djelilaca. Jasno je da bi se povecanjem broja prostih djelilaca
povecavao i ukupan broj djelilac. Prema tome , trazeni broj je oblika p".
Kako tada postoji N+1 djelilac, to je n=4. Jedini prost broj Ciji je Cetvrti

stepen trocifren broj je 5. Prema tome , postoji samo jedan
traZeni broj, a to je 625.

Na stranici AB uocimo tacke E i F takve
daje L ADE=60°i /BDF=40°.tadaje
AADC = A ADE (zajednicka stranica AD
i na njoj jednaki uglovi od 20°i 60 °).
Neposreedno se zakljuCuje da su

truglovi: ADF, EFD i FBD jednakokraki sa
osnovicama (redom): DF, EF, i BD. Zbog
toga je AF=AD i CD=ED=FD=FB pa je

AD+DC=AF+FB=AB. D F

Iz ADAH= A CDE i uslova ED=DF slijedi da je \

AH=DE=DF, jer je HBCF pravougaonik. Dijagonala BF E \ 3

tog pravougaonika je preCnik njegove opisane VU

kruznice. Kako Z HGC=90°, to tacka G pripada toj \ |

kruznici pajei £ BGF=90°. \\| AN
\

Obeljezimo trazenu duz AM sa X .Tada iz AAPM je
X X
AP ZE, pa PB :12-5. Iz APBQ je

X

1 X X X
BQ=—(12-—-)=6-—, C=12-(6——)=6+—.
Q 2( 2) 2 aqQ ( 4) 2

. X N
IzZAQCRje RC:3+§. Izuclova M= N slijedi

X
AM+RC=12, odnosnho X+3+§=12-%=9X=8cm. 2
Neka sudati prirodni brojevi a, b, ¢, d i e.Tadaje a+b=x,a+c=X,,
a+d=x;,a+e=X,,b+c=x,b+d=x,,b+e=x,,a+d=x%;,c+e=xX, i
d +e = X,,. Sabiranjem tih jednakosti dobijamo
dla+b+c+d+e)=X+X, +-+X,=n+N+1+---n+9=10n+45.
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Kako je lijeva strana jednakosti paran, a desna strana neparan broj, to znaci
da dobijeni zbirovi ne mogu biti deset uzastopnih prirodnih brojeva.

Vil razred
1. Nekaje Py,yus =P, i P,ons = P, tadaje

Py =3P, + 2P, =%.2004, 2P, + P, = 668 Tada e i

Pyscm =3P, +3P, =%~2004, paje P, +P, =501.

Sabiranjem dobijenih jednakosti dobijamo A
Pugns =3P, +3P, =5001+ 668 =1169.

Naka je abc =1, toje (a+£)(b+1)(c+1) =(ab+2+9+i)(c+1):
a b c b a ab c

ab bc c ab i+£i_
ab ¢ bc ac abc

:1+i2+i2+c2 +i2+a2+b2+1:a2 +2+i2+b2 +2+i2+02+2+i2=
¢’ a c

1 1 1
=(@+2)?+(Mm+>)+(c+>)*-4
a b c
Naka je Kk brojprepunihi m ostalih autobusa. Neka je u prepunim

autobusima A, a u ostalim B putnika. Tada je A>50k , B<50m, odnosno

. B . . B m .
— »50, — <50, tj. —>—.Ova nejednakost je sa — < — , odakle je
k m m A n

B+A m+k
<—

, odnosna >

. Dalje je
A+B k+m

A
A -100% >
A+B k+m

procenat putnika u prepunim autobusima, a desna procenat prepunih
autobusa. Dakle, Radov procenat je vedi. D c

\\\\_ _ —
Neka je £ DAM=X.Tada iz jednakokrakog trougla \\)‘_M\/
AR 74
\

-100% . Lijeva strana ove nejednakosti predsavija

~

~

X
AMD je £ AMD=90 0-5, a iz, takode, jednakokrakog X/ ~
A B

X
AANM je ZMAN=90° X, £ AMN=45 0+E .S obzirom da je

X X
/ DAM+ / AMN+ / MNB=180 °, slijedi Z MNB=180 °-(90 A5 )=as e
Dakle, trazeni ugao je Z BMC=45°.
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Iz uslova zadatka slijedi da u jednoj koloni mozZe biti samo jedan kvadrat.
Kako treba izabrati 2004 kvadrata, to treba izabrati 2004 kolone od mogucih
2005, odnosno jednu kolonu treba izostaviti. Ako se izostavi prva kolona, onda
postoje dvije mogucénosti za izbor kvadrata iz druge kolone, a time je
odreden izbor svih ostalih. JoS dvije mogucnosti postoje ako se izostavi
poslednja kolona. Medutim ako se izostavi jedana od 2003 preostalin kolona
(izmedu prve i poslednje), onda se kvadrati u susjednim kolonama mogu
nezavisno birati, u svakoj po dva niza. U tom slucaju ima 4 moguénosti.
Prema tome, ukupno ima 2+2+ 2003 - 4 =8016 mogucénosti.

VIl razred

Neka su date tacke A, A, .-+, Ay, - Neka iz datih tacaka polazi redom

N, N,,...N,0, duzi. Kako iz jedne taCke moze polaziti najmanje 0, a najvise
2003 duzi, to je N, N,,....N,, €40, 1, 2, ...2003}. Razlikujemo dva sluCaja:

a) Ako ne postoji tacka iz koje polazi 0 duzi onda je

N, N, .y, €141, 2, ...2003},

pa na osnovu Dirihleovog principa postoje dva od brojeva n;,Nn,,....N,,, Koj

imaju istu vrijednost.
b) Ako postoji tacka iz koje polazi 0 duzi onda je

N, N,,...Ny, €40, 1,2, ..2002}, jer tada ne postoji tacka iz koje polazi 2003

duzi. Dakle, 2004 broja N, N,,....N,,,, uzimaju vrijednosti pa na osnovu
Dirihleovog principa, dva broja imaju jednaku vrijednost.

A

Neka je K srediste bocne ivice BB, i L srediste

osnovne ivice AB. Presjek prve ravni i prizme je
AAKC,, a presjek druge ravni i prizme je ALCB;. a3
UocCeni trouglovi imaju presjek duz MN C&iju duzinu
treba izracunati. Iz AACC,, AABKi AKC B,
izraCunajmo redom

AC,2=Ac?+cC, ?=a’+2a?=3a% = AC,=a+/3,

AK?=a 2+(£a)2 P P P
2 2% 72
AK:aﬁ,
2
C.K?= 2+(%a)2 =a’ +%a2 PN ClK:a@’
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Posmatrajmo prvo boé¢nu stranu ABB;A;, odnosno A ABB;. Duz
MK= X 1:§AK: a? . jer je tacka M tezidte AABB; i MK trecina teziSne duzi

AK. Posmatrajmo zatim bocnu stranu BCC, B, , odnosno ABC;B;.

1 6
KN=X,=—C K= a£ . rje tacka N teziSte ABC;B; iKN je frec¢ina njegove
3 6

tezisne duzi C,K. Sada mozemo zakljuciti da je AAKC;~AMKN , odakle je

a\/_
3

AC, : MN=AK : MK=KC, : KN, odnosno a+/3:x=3:1, 3x=a+/3, x = -

a\/_

MN=——

KakOJe xX*+y®=17%tojeyy’=2>—-x* =(z2+Xx)(z-X). Jedna od

y +y _y(y+1)
2 2

moguénostije z+X=Yy?, z—X=Yy.Dakle, Z=

2
X = y -y == y(_l) . Trojka ( y(y_l) Y, Y(y+1)) za Y €{2,3,4, ..} daje

2 2 2 2

beskonacno mnogo riesenjazadane jednacine.

U trouglu BDM je £ BDM=25°, Z DBM=20°, odakle  °rx==ge- M ¢
je Z BMD=135 °. Posmatrajmo kruznicu k sa RS0 TR ~
centrom A, poluprecnika AB. Tetiva BD odgovara N )(/650\ \ "
Cetvrtini te kruznice , pa je periferijski ugao nad tom AN N X
tetivom jednak 135 °. Dakle, tacka M lezi na kruznici / N \
k . Sliedi da je AM=AB=AD. Trougao MAB je // \20\0\ \
jednakokrak pri c¢emu je ugao pri osnovici / N Y
Z ABM=65 °. Prema tome jei Z AMB=65 "°, i dalje
A B
Z MAB=180°-2-65 °=50°,
Obeljezimo zbir + ! 4+ ! sa A . gdjeje
jezi zbi e - e
1+ al2004 1+ a.22004 1+ a‘20042004 ']
ije{l,2,...,2004}. 1z uslova @ -a; =1 slijedi ;" -a,"™ =1, paje
2004

A oL, 1 _Lvame +l+ a™

,2004 T - -

1+ al2004 1+ a'20042004 (1+ a12004)(1+ 320042004)
2+ a20042004 + a.12004 ~ 2+ a20042004 + a.12004 _1
2004 2004 2004 2004 2004 2004

1+ a'l + a2004 + a1 : a'2004 2 + a2004 + al
Na isti nacin se postize daje A, 505 = Az 2002 =+ = Alogz 1003 = 1. Prema tome

trazeni zbir je 1002.
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Regionalnog takmicenje 2005. godine

VIl razred
. -4 4 e _ . . :
Kako je —523:—9, prodirivanjem srednjeg razlomka prirodnim brojem
k, i iz uslova zadatka dobijamo jednacinu -4k + 9k = 1025, Cije je rjeSenje k =
. . —4.205 -820
205. TraZzeni razlomak je =
9.205 1845

[x=2]-(-32)=-64

I x-2]1=2

x-2=2ilix-2=-2 RjeSenjasux=4 ili x= o.

Iz A ABD dobijamo %+,8 =60°,

a iz A ABE dobijamo « +§ =90°

Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo

%(a + ) =150° (*). 1z ABC dobijamo

a+ [ + y=180°. Zamjenom (*) u poslednjoj jednakosti slijedi y =80°

Iz AB = 2BC i obima paralelograma dobijamo 36 =4BC + 2BC

liBC=6cm i AB = 12 cm. Nekasu aip uglovi D
paralelograma. 7\\%
Duz DE polovi ugao ADC, pa je \
£ AED = LEDC = B/ DaKle, AAED je (4 N
2 A E B

jednakokraki pa je AD = AE.Otuda je AE=EB =6 cm.

Neka X oznacava snizenje, a Y broj kupaca. Ukupan prihod prije snizenja je
48-y €.

Poslije snizenja od X € ipovecanja broja kupaca za 50%, prinod ¢e biti

(48- X)(y +50%Yy),odnosno 48y + 25% (48Y ). lziednaCavanjem ovih

3
izraza dobija se (48 - X) - Ey:60 y.Odavde je 48- X =40 ili, X =8.

Nova cijena cipela je 40 £.
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1.

Vil razred

a)Neka je x=0,222..., a posto je 0,222... beskonacan periodi¢ni
decimalan broj sa duZinom perioda 1 pomnoZimo lijevu i desnu stranu
jednacine sa 10. Dobijamo: 10x =2+ 0,222..., gdje ponovo zamijenimo

0,222... sa X, pa imamo jednacinulOx =2+ X. Rjesenje ove jednacine
2
X= 5 je traZzeni zapis u obliku razlomka.

b) Drugi beskonacni decimalni zapis mozemo zapisati U obliku

4,5090909... = 4,5 +0,0090909... = % + %(0.090909...) =®. sad kao u

1
prethodnom sluc¢aju stavimo X = 0,090909..., odakle je X = o Vratimo se

45 1 1 248
na pocetni niz jednakosti, pa imamo: ® = —+ =..=

—.—=..=—— . Dakle,
10 10 11 55

24
traZzeni zapis u obliku razlomka je E .

Oznacimo redom sa x, y i z tezine jabuka prvog drugog i fre¢eg paketa. Iz
uslova zadatka postavimo jednacine X+ y+2 =136, x=2yiy=2+8i
izraCunmo naijprije tezine jabuka u paketima. Tezine su

Xx=72kg, y=36kg i z=28Kkg. Dalje iz uslova zadatka postavimo

jednacinu: (72-30+36-c+28-50)+8,8%(72-30+36-C + 28-50)=136- 40,
gdje je C cijena jabuka iz drugog paketa. RjeSavanjem ove jednacine
dobijamo da je ¢ =40 centi. Cijena jabuka iz drugog paketa je bila

40 centi ..

U odnosu na dijelienje sa 83 bilo kojih 2005 prirodnih brojeva mozemo
rasporediti u 83 kategorije: u prvoj su brojevi koji su djeljivi sa 83, u drugoj su
oni koji daju ostatak 1, u trec¢oj su oni koji daju ostatak 2, ...u osamdeset
tre¢oj su oni koji daju ostastak 82.

Buduci da je 2005=24-83+13, to znadi da postoji kategorija u kojoj ima
bar 25 brojeva takvih da je razlika izmedu svaka dva od njih djeljiva sa 83
(Dirinleov princip).

Dokazimo da je razlika izmedu bilo koja dva iz iste kategorije djeljiva sa 83.
Neka su a i b prirodni brojevi koji pri dijeljenju sa 83 imaju jednake ostatke i

neka je b>a. Iz jednakosti a=k -83+rib=k,-83+r, gdje je
k. k, eN, ik,>k,are{012,..82}, paj b-a=(k, -k )-83. Prema

tome razlka b—a je djeljiva sa 83. Dakle, moguce je , a i dokazali smo da je
razlika bilo koja dva od njih djeljiva sa 83.
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Konstruisemo najprije karakteristican AABO pravilnog osmougla. Ugao kod
tiemena O je centralniiiznosi 45°, a uglovi na osnovici su po 67°30 . Opi&imo
kruznicu sa centrom u tacki O i poluprecnikom r = OA = OB . Ostala tiemena
trazenog osmougla C, D, E, F,Gi H dobijamo presijecanjem opisane
kruZnice sa kruznim lukom poluprecnika 3cm.
Spojimo tiemena AsaF,BsaE,CsaHiDsaG .

UocCavamo Cetiri medusobno podudarna
jednakokraka pravougla trougla
AMH, BCN, DEP i FGQ . Ozna¢imo duzinu kateta

tih trouglova sa X = AM , paje 2x° =32, odnosno

32 y o
X= Tcm . Povr§ina osmougla je zbir povriina jednog
pravougaonika i dva podudarna trapeza.
P =P,uer +2Peep = ... =18(1++/2)cm?.

Tacka H je ortocentar u kojem se sijeku visine AA, BB, iCC, trougla ABC.
Uocimo pravougle trouglove B,BC , B,HC ivezano za njih siedece
jednakosti:

a’=h,+CB,”iCB’=CH?—-(h, -BH)* =CH? —h,? +2h,BH — BH?.
Zamjenom druge jednakosti u prvu i sredivanjem dobijamo jednakost
a’=CH?*+ 2h,BH - BH % (*). Posmatramo zatim pravougle trouglove
CC,B , C,BH , pazapisujemo njima

odgovarajuée jednakosti: @’ = hc2 + BC12 c

i
BC,” =BH?—(h, ~CH)* =BH? —h.* +2h.CH —
Sli¢no kao i u prethodnom slucaju
dobijamo jednakost

|
a? =BH? +2h.CH —CH? (+%). A o B

Sabiranjem jednakosti (*) i (**) dobijamo
jednakost 2a® = 2h,BH +2h.CH (1). Na sli¢an nacin uo&avanjem

odgovarajucih pravouglih trouglova dolazimo do sliedecih jednakosti:

2b? =2h,AH + 2h.CH (2)i 2¢® = 2h, AH + 2h,BH (3). Kona&no saberemo
(1), (2) i (3) i dobijamo jednakost:

2a” +2b% +2¢® =4(AH -h, + BH -h, +CH -h_), odnosno

a’+b?+c*=2(AH -h, + BH -h, + CH -h_) .5to je i trebalo dokazati.
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VIl razred

Data jednalina se transformise u: 9X2+6 X +1+ 16y 2-24y +9=01].
(3X +1)2+(4y-3)2=0

1 3
Ovo je moguce jedino ako je 3X +1=0i4Yy —3=0tj. Ako je X :-§ y :Z

Poslije 6 dana dodlo je 6 radnika. Znaci da poslije Sest dana devet radnika
treba da rade jos 40 dana pa da posao zavrie.Tq;j isti posao ¢e da zavrsi 9+6
radnika za X dana

1. 9 radnika 40 dana
l15 radnika X[ dana, paje X :40=9:15
15x = 40-9
360
X [

15
X=24. Ukupno dana: 6 + 24 =30

Neka je Darkova sjenka x, tada je Dejanova sjenka A

2 X. Trouglovi SMP i ANP su slicni, pa je MP : NP = B
SM: AN, tj. (4+ X): X =s:h.Isto tako, iz slicnost h h

trouglova SMQiBPQ izlazidaje MQ:PQ=SM:BPtj. y—)x
(4+3X):2X =s:h.lz poslednje dvije jednakosti

dobijamo: (4 + X): X =(4+ 3X ):2X.RjeSenje ove jednacine je x=4.
Darkova sjenka je duZine 4m, a Dejanova 8m.

X P 2X

Neka su Si O centri datih kruznica, a M i N tacke .
U kojima zajednicka tangenta dodiruje kruznice. _
Neka je, dalje, P tacka poluprecnika ON, takva

da je Cetvorougao MNPS pravougaonik. U M_ =7
pravouglom trouglu OPS je kateta OP=2r dva

puta manja od hipotenuze OS=4r, pa je ugao - %
Z POS=60°i ugao £ OSP=30°.Samim tim je

ugao Z MSO=120°.Trazena povrsina je razlika

povrsine tfrapeza i dvaju isiecaka:

P=(r + 3r)/2- SP - 1/3 2 -1/6(3r) > 7.Kako je SP= 2r\/§, dobijamo trazenu
povrsinu: P=2r-2r\/§ -1/3 rlr - 1/6-9 rig = 4r2\/§ -11/6¢ rlr

Kako je D= 10\/§ cm, to je ivica kocke a=10cm. Visinu H piramide
izracunacemo iz pravouglog trougla SOM :

H= |2 _(%)2 = {132 -5 =12cm.
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Zapremina zajednickog dijela kocke i piramide je S
razlika zapremine piramide i dijela te piramide, koji je

van kocke - to je takode praviina Cetvorostrana I
piramida, slicna datoj. I
Trouglovi SOM i SO, M, su slicnii

SO:S0,=0OM:0,M, .Kako je SO=H=12 cm,

a .
OM=§: 5cm, SO, =H-a=2 cm, bice:12:2=5:0, M|,

5
odakleje O;M, :E cm. Osnovna ivica a, manje

5
piramide bi¢e: a,=2 O ;M :Ecm. Ako sa vV

oznacimo trazenu Zzapreminu, sa Vl Zzapreminu date i / O LA M

sa V, zapreminu male piramide, bice :

1, 1 , 50
V:V]_-szga H-gal 801:400-52398,15

cm?

Republicko takmicenje 2005. godine

VI razred

1 11
Neka je zarada radnika x €. Radnik je dobio x + EX = EX €. Posto je vratio
11 . . .
dug od 50 €, ostalo je EX—GO €. Iz uslova zadatka formiramo jednacinu:
11
(—X—60J23=90 . X =300
10 Cije je rieSenje
Dakle, zarada radnika je 300 €.
UoCimodaje m-n-p=1.

Kako su jod m, n i p prirodni brojevi mora biti m=n=p =1.

X
Nekajen=1. Tadaje =1ili x=5.Daliejel= , iy =-8.

Ty

Zaistaje, zax=5 i y=-8m =

Svaki od n igraca odigrao je n -1 partiju. Ukupan broj odigranih partija je
n(n-1)
>
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n(n — 1) = 110. Rastavljanjem broja 110 na proste

Dalie je n(n2—1) =55, ili

Cinioce i vodeciracuna da su nin - 1 uzastopni prirodni brojevi, dobija se
n(n -1) =11- 10, tj. n = 11. Na furniru je uCestvovalo 11 igraca.

Cc

Pokazacemo da je NS = SM, gdje je S presjek osnovice AB i
duZi MN.Povucimo duZ MP paralelnu sa duZi AC. Trougao
BMP je jednakokraki (£ CAB = £ MPB) pa je MP = MB. Dalje,
iz AN =MB=MP, ZNAS= ZMPS i

Z ANS = Z SMP slijedi AANS = ASPM, pa je
NS = SM.

1
Pokaza¢emo da je MN < E (AB + CD). Neka je S sredina dijagonale AC.

1
Duz MS je srednja linija AABC, pa je MS = E AB. Takode SN je

1
srednja linijja AACD, paje SN = E DC. Sabiranjem

poslednje dvije jednakosti dobijamo: /[ 27 e

MS + SN = %(AB + CD) ili, NM = %(AB + CD).

Za 3 proizvoline tacke M, N'i § vazi:MN < MS + SN, pri C¢emu znak = vazi samo
akoS € MN.

1
Dakle, MN < E (AB + CD).

VIl razred

Dati izraz | =1992 —52x° —9y® +18y —z°> -4z moie se transformisati u
izraz:

| =1992 -52x* —(3y —3)® —(z+2)* +13=2005-5x* —(3y —-3)* = (2 + 2)?
Dobijeni izraz ima najvecu vrijednost 2005 u slucaju kada je svaki od kvadrata
jednak nuli,atojeza x=0,y=11z=-2.

Potrebno je dokazati da je izraz (p—l)(p +1) djeljiv sa 3 i sa 8. Brojevi
p—1i p+1 sudva susjedna prirodna parna broja , od kojih je jedan djeljiv

sa 4, paje p° -1 djeljvosas.
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Za dokaz da je p’—1 djelivo sa 3, iskoristimo to §to su p—1, p, p+1 ti
uzastopna prirodna broja od kojih je jedan djeljiv sa 3. Kako je p prost broj, i

p)3,toje p—1ili p+1 dielivosa3, paje p> -1 djeljvosa 3.
Iz prethodnog se vidi da je broj, p2 —1 djeljiv sa 8 i sa 3, odnosno da je
djeljiv sa 24, §to je i trebalo dokazati.

Povucimo duzi: C,B, ACi B,A.Uocavamo B

trouglove:

ABC,C,BA,

C,AB, ABC, ACB,, B,CAi B,AC,.
Navedeni trouglovi imaju jednake povriine
(Sobzirom da vaizi svojstvo: Bilo koja teziSna

du? dijeli trougao na dva trougla sa
jednakim povriinamay). Konacno, povrsina

trougla A B,C, je 70cm?.

Produzimo duz OC preko tacke O tako do presjeca duz AB u tacki G.
Trouglovi OCF, GHO i OEC su pravougli i

medusobno su podudarn (vidi sliku). Takode

trouglovi GBO i OBC su pravougli i podudarni.
lzraCunamo naijprije hipotenuzu BC pravouglog
trougla BCO: BC? = 42 + 27, tj. BC = 24/5cm .
U pravouglom trouglu OEC je OC=2cm, OE=r i
CE=x, pa vaii jednadina: r?=2%2-x* (1),
slicno  za pravougli trougao BEO vaiz

jednacina r2=4%— (2\/3— X) (). a G
Iziednacimo desne strane jednacina (1) i (2) pa

izraCunamo XzT, a onda zamjenom u jednacini (1) dobijemo da je

r= —4;/§ . j 12\/§ = —6\/g cm

Kako je a=r+BC—x=Tcm, b=r+x c

85

h=2r :Tcm, to zamjenom u formuli za izraCunavanje povriine frapeza

dobijamo P =14,4cm?.

a)Neka su A,B,C,D,E,F,G i H tacke na pravoj p. Treba izbrojati, koliko je
svega duZi sa njima odredeno. Tacka A sa svih ostalih 7 tacaka obrazuje 7
duzi. Slicno vazi za tacku B, a i za tacke C,D,EFG i H. Na ovadj nacin
dobijamo 8-7 =56 duZ. Medutim, tako su sve duZi brojane dva puta - na
primjer duz AB brojali smo i kao duZ BA. Zbog toga je na pravoj p odredeno
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[0}

-7
=28 duii. Na slican nacin izbrojimo da je na pravoj (odredeno

I\) ‘

7—'6 =21 duzi.
2

Ako su dva tiemena na pravoj P a trece tieme moze da bude bilo koje

tieme sa prave a4 zakljuCujemo da takvih frouglova ima 28-17 :196. S

druge strane ako su dva tjemena na pravoj q, a tre¢e tjeme je bilo koje sa

21-8=168 Ukupno trouglova ima

prave p, tada takvih trouglova ima
196+168=364.

b) Izbrojali smo da na pravoj Pima 28, a na pravoj 921 quy. Cetvorouglovi
koje treba da prebrojimo nastaju tako $to krajnje taCke bilo koje duzi sa prave
p spojimo sa krajnjim tackama bilo koje duzi sa prave q Dakle,

Cetvorouglova u ovom slucaju imamo 28-21= 588.

VIl razred

4 4
Iz date jednacine dobijamo: Yy :Z X +7 . Tada nejednacina 1<y <2 dobija

4 4 9 15
oblik 1<z X + 7<2. RjeSenje ove nejednacine je Z< X<?, pa je trazena

vrijednost promjenljive X iz skupa {3,4,5,6,7}.

Jedna prava je OT, a drugu ¢emo oznaciti sa AT, A( X,0). Prema uslovu
zadatka, povrsina

trougla OAT je 14, pa

kako je visina h=4, RN

1
imamo:§-4-\xl: ht /

14, odakleje X! =7, N [T
paje X=7ili X =7, )T (34
Sada nije tesko odrediti - /|

jednacine ovih pravih, - / ih ™~
jer suim poznate - / I

koordinate dveju =A(T0) 0 : A\(K 0)
ta&ka. Trazene prave ’ / "
su:

OT:4X-3y=0
AT: X+Yy=T.
A,T2X-5Yy=-14
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Neka je O zajedniCki centar pomenutih
kruznica, tada su AO i BO, redom simetrale
uglova MAB i ABC. Osim toga, tacka O je
jednako udaljena

od tiemena trougla ABC, odakle slijedi da
su trouglovi AOB, BOC i COA
jednakokraki.

Ako je Z OAB=« , ondaje

Z OAM=/ OAB=/ OBC=/ OCB= « .
Odakle slijedidaje Z ABC=2«,

Z/ CAB=2/MAB=4¢a, /BCA=/BCO+/Z0OCA=a + LZOAC=a+
(£LOAM+ ZMAC)= a + a +2a =4« .Kako je zbir unutrasnjih uglova u
trouglu 180°,

Z ABC+ / CAB+ /BCA=2q +4ax +4a = 10 @ =180’

slijedida je a=18", £ ABC=36", £ CAB=/BCA=72".

Trouglovi ABS i SCD su sli¢ni, pa ako sa X oznacimo duzinu AB, tada je 2 X
duzina duzi CD. Iz uslova da je simetrala ugla £ BAD izlazi da je Z BAC
=/ CAD.Semtogaje Z ACD=./CAB

(kao naizmjenié&ni uglovi), D 2X C
paje £ CAD=/Z ACD itrougao ACD je
jednakokrak, stoznaCidaje  AD=CD.
Pravougli trougao ABD je polovina
jednakostrani¢nog frougla, paje X =

J3=d(AB)id(AD)=2+/3 =d(D, C). Iz
pravouglog trougla BCD izraCunavamo:

d(B,C) = +/(2X)2 +3? = /21. Obim

trapeza je:

0=5x +4/21=5+/3 + +/21.

Neka je E podnoiije visine iz tiemena C,
jednakokrakog trougla ABC, na stranicu AB.

Tada je visina CE=h=+/13 cm. Trougao ABS
je jednakokrak sa visinom SE, pa je SE=

h=+/13 cm. Sli¢no se dokazuje da je i
trougao SEC jednakokrak, pa je visina H

12413

13
Zapremina, V piramide SABC je:
P(ABC)oH
Ve ————
3
P(ABC)=6+/13 cm?.

koja odgovara kraku: H= cm.

=24cms, jerje
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Saveznog takmicenje 2005. godine

Vlrazred

Razlikujemo dva slucaja:

1) Akoje p=2,ondaje p °=8,paje 249 p® =248.8=1992, 5to znadi da
je q=2005-1992 =13.

2) Akoje p=>3,ondaje p neparan broj. Tada ( mora biti paran, pa je

q=2.Znac¢idaje 249- p® = 2003, paje p° = %093 Kako 2003 nije djeljivo sa

249, to p3 nije prirodan broj, iz Cega slijedi dai p nije prirodan broj. Znadi
rieSenje zadatka je p=2i (=13.

/

. E/.

a) 1) ¢ <90°i <909 \\D /7}
\

AABE:ZO{+90°+§=180°; S g 7

AABD = 2ﬂ+90°+%z180°;
a=f=36°y =108°

2) @ <90°i B> 90°;

AABD=> 450° - 23 —%108"

AABE = 2a +90° +§ =180°
a =12° 3 =132°y = 36°

b) « > 90°;
AABD = 2ﬂ+90°+%:180°

ﬂ C o/ 180°-a 180° - E
AABE = 450° - 201 — 5180‘) % A

o =132°, f=12° y =36°.
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Ako sa X oznacimo cijenu knjige u dinarima, onda je Anka prije kupovine

9
imala X dinara, Branka gx i Vesna 2X dinara. Poslije kupovine knjige Anka
viSe nema kod sebe novca, Branki je ostalo EX, a Vesni Xdinara. Kako je to
9 . . . 1
ukupno EX, da biimali podjednako novca, Branka je korala da da Anki gx,

2
a Vesna g X, 1j. duplo viSe od branke. Znaci, Vesna je Anki dala 200 dinara.

Neka prava psijece BC u tacki F i neka je
DM||BC. Trougao BEF je jednakokraki, jer je
simetrala ZEBF normajna na osnovicu EF.
Zaklju&ujemo da je ED=DF. Kako je DM||BC, to
je DM srednja linija ABEF, pa je EM=MB. Tada
je tezisna duz DM pravouglog ABDE jednaka

1
polovini duzi BE, tj. DM:E BE. Kako je AAMD

jednakokrak (£ DAM=/ZDMA=2¢) to je

1
DMzAD:E BE, pa je BE=2AD.

Ako sa X oznacimo zbir svin dodijeljenih brojeva, tada je zbir bilo kojih osam
brojeva dodijeljenih uzastopnim tac¢kama konstantan i jednak je X —5-1000.
Kako je 108 =13-8+ 4, na slican nacin zaklju¢ujemo i da je zbir bilo koja
Cetiri broja dodijeliena dodijeliena uzastopnim tackama takode konstantan i
jednak 1000:5 =200 (jer pet ,,Cetvoroclanih blokova“ stoje u

~dvadesetoclani blok"). Prema tome, tackama A, A, Ay Ay Algs
dodijelien je broj 1; Tackama A,, Ay,...A,,,,....Aigs dodijelien je broj 50,
tackama A, A, ,...A,.5,...A)p; dodijelien je broj 19 i kona¢no tackama
AL A A, ... A dodielien je broj 130 = 200 - (1+50+19) .

Vil razred

Neka je K podnoZije Visine iz tiemena C.
Duz MN je srednja linija trougla A ABD, pa je

1
MN:EABlMN”AB. (1)

Duz QP je srednja linijja AABC, paje
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QP:%AB iQP||AB.  (2)

1Z (1) i (2) sliedi da je MNPQ paralelogram. DUZ NP je srednja linjja ABCD, pa
je PN||CD. Kako je CD_LAB, odnosno MN, to je PN_LMN, t. MNPQ je
pravougaonik.

Dokazac¢emo da je broj (n—3)(n—2)(n—-1)(n+1)(n+2)(n+ 3) + 36 kvadrat

nekog prirodnog broja.
(n=3)(n=2)(n-H(n+)(n+2)(n+3)+36=

=(n*-9)(n* —4)(n* -1) +36 =n*(n* —14n* +49) = (n(n* - 7))°.

Posto su 3 i 8 uzajamno prosti brojevi, dovoljno je dokazati da je broj m+n
djeljiv sa 3 i 8. Iz uslova slijedi da mn pri dijeljenju sa 3 daje ostatak 2, §to je
moguce jedino ako jedan od brojeva m i N ima ostatak 1, a drugi ima
ostatak2 pei dijeljenju sa 3. Kako je zbir ostataka brojeva mi n pri dijeljenju sa
3 broj3, slijedi da je broj m+n djeljiv sa 3. Sli¢no, pri dijelijenju sa 8 broj mi n
ima ostatak 7, §to je moguce jedino ako je jedan od brojeva mi n ima
ostatak 1, a drugi 7, ili ako jedan ima ostatak 3 a drugi 5. U oba slucaja zbir
ostataka brojeva m in pri dieljenju sa 8 je broj 8, iz Cega slijedi da je broj
m +n djeljivsa 8.

Skup A={00,01,...23} sadrzi brojeve koji odreduju sate. Ako u svakom broju
skupa A cifre zamijene mjesta dobije se 24 broja, medu kojima ima 16 njih koji
mogu predstavljati sekunde.

Skup B={00,01,...., 59} sadrzi brojeve koji odreduju minute i sekunde. Ako u
svakom broju iz skupa B cifre zamijene mjesta dobija se 60 brojeva , medu
kojima ima 36 njih koji mogu predsavljati minute. Na primjer,00, 10, 20, 30, 40,
50, 60, 70 80, 90 prvih Sest odreduju broj minuta na digitalnom casovniku, a
poslednje Cetiri ne odreduju broj minuta. Ako u svakom broju iz skupa B cifre
zamijene mjesta, dobija se 60 brojeva medu kojima ima 16 njih koji mogu
predstavljati sate. Navedeno ftvrdenje se dokazuje neposrednim
provjeravanjem. Kako se svaki broj sati moZze kombinovati sa svakim brojem
minuta i svakim brojem sekundi, to je na osnovu pravila proizvoda trazeni broj
jednak 16-36-16 =9216

Neka je N tacka takva da je AMCN= AABC(N je sa iste strane prave BC sa
koje je i taCka A).

NCA= Z NCM- Z ACM=50° -20°=40°.

Kako je CN=CA trougao ACN je jednakostranican,
pajei Z CNA=60°.

Sljedi da je

Z MNA=60°-20°=40°,

Trougao AMN je jednakokrak jer je AN=MN. Njegov
ugao privrhu N je

Z MNA=Z CNA- Z CNM=60° -20°=40°, pa je ugao
pri osnovici £ NMA=70°. Kako je Z CMA=70° +80°
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=150°, paje
/ AMB=180° -150° =30°.

VIl razred

Kako je 9999=9-11-101, slijedi da je broj jedinica u zapisu trazenog broja
djeljivsa 9i 11, dakle isa 99. S druge strane , trazeni broj je
101+101-10* +101-10° +

ili
1+101-10* +101-10° +
U zavisnosti od toga da li je broj jedinica paran ili neparan.
U prvom slucaju broj je djeljiv sa 101, u drugom pri dijeljenju sa 101 daje
ostatak 1.
Dakle, broj jedinica u zapisu broja mora biti paran. Najmanji paran prirodan
broj koji je djeljivsa 9isa 11 je 198. TraZeni broj u zapisu sadrzi 198 jedinica i
197 nula , tj. ima ukupno 395 cifara.

Trouglovi AOS i ADE su sli¢ni jer je £ AOS= Z DEA=90° ( iz uslova zadatka) i

Z OAS= Z ADE (kao uglovi sa normalnim kracima). Iz uo&ene sli¢nosti

postavimo proporciju AD:AS=AE:AO, gdje djelimiCnom zamjenom dobijamo
2=2.AE-AS (1)

. . . . 8 .
Dalje iz uslova zadatka imamo AE:ES=9:8i AS=AE+ES, paje ES = 9 AE i

AS = %AE . Zamjenom u jednakost (1)

dobijamo

AEzii AS = 17

/34 /34
Iz pravouglog tfrougla AOS i pomocu
Pitagorine teoreme je OS?AS? — AO?, gdje

je
AO —% i \/_ dobijamo 0S? = 121

Primjenom Pltagorine teoreme na trougao
ODS koji je fakode pravougli,
SD? =0D? -0S?, gdje je

1 a3 3

OD==-——= > , izracunajmo visinu

3 2

. S y : .
bocne strane SD = E Kona&no zamjenom u formuli

2[ 3a-SD _9
4 2

P= (J_ +5)dm?
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a b c b c a a’c+b*a+c’b—b%*c—c’a-a’

B=] -+ —+——————— 1=1 I=
c a a b c abc
Ia2c+b2a+c2b—b2c—c2a—a2b+abc—abcI_I(b—c)(c—a)(a—b)I
abc abc

Kako su a,b i C stranice trougla, to je:
|b-c] <a, Jc-al] <bi]ab]<c,pajeB=<1

Produzimo stranice AB i DC do presjeka u tacki H.
Cetvorougao AHDF je romb, jer je AH=DF,DH=FA i
AF=DF. Kako je AC=AF, to je AC=AH. IZ sli€nosti
trouglova HBC i HAD slijedi
BC:AD=BH:AH, tj.
1:AD=(AH-1):AH=(AC-1):AC, pa je

1 1

_J’__:
AD AC

Neka je A plava tacka i B njoj dijamatralno suprotna tacka . Preostale tacke
su krajevi tetiva koje su su normalne na precnik AB. Ako je B plava tacka,
tada jedna od tih tetiva ima crcene krajeve, pa je A srediste luka
odredenog tom tetivom.

Ako je B crvena tacka , tada prema uslovu zadatka postoji tetiva Ciji su
krajevi plavi. Kako medu preostalim tackama ima manje crvenih nego plavih
tacaka, postoji i tetiva sa crvenim krajevima. | u ovom sluCaju tacka A je
srediste luka odredenog tom fetivom.

Regionalno takmic¢enje 2006. godine

Vlrazred

8§ x-1
Dati uslov je ekvivalentansa -— <—— <3, odakle je —8 < x—1< 3. Dalje
12 1212

je —7T<Xx<4 Kakoje xeZ,toje Xe{6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4}.

Neka je cijena patika X €. Poslijle poveéanja nova cijena je
1 11

X+X-—=(1+ —)x——x
10 10 10

Nakon sniienja ove cijene za 10%, nova cijena je
11 " 11 _ (110 B )

10 10 100 100 100

Shodno uslovu zadatka, formiramo jednacinu
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11 99 S5 . .
—X———X=—, Cije jerjesenje x =50. E
10 100 10 ,
/5
Pretpostavimo da je zadatak rijeSen (slika). Ugao / 2
BCA je spoljadni ugao jednakokrakog trougla /,’ d
45°
ACE, paje £ CEA= . Dakle, prvo treba 5 // c
/ /
konstruisati pravougli trougao ABE(Z ABE=90°, // ,//
45° 4
/BEA=—— iBE=a+d data du). Dalja A L
!l 7
/,7
konstrukcija je ocCigledna. /s
A a B
Cetvorougao MBCN je romb, pa je D l\ql _ C
MC L BN. Posto je MB||DN i \ // NS
MB=DN, cetvorougao MBND je \ 7 /\://
paralelogram (BN||MD). Dalie je VTN
/-
Z DMC=Z NOC=90° (kao uglovi Lz )

sa paralelnim kracima) sto je
zadatkom tvrdeno.

Prvi zadatak nijesu rijesila 4 ucenika, drugis, treci 6 i Cetvrti 7 u€enika. Dakle,
moguce je da 4+5+6+7=22 ucenika nijesu rijesila sva Cetiri zadatka. Preostala
tri uCenika su rijesila sve zadatke.

Vil razred

Neka traZeni razlomak ima oblik P i iz uslova zadatka imamo nejednakost

q
1 p, 1
2006 q 2005
2005- p <q < 2006- p, odakle uocavamo da zadatak nema riesenja za
p=1.Za p =2 dobijamo nejednakost 4010 < q < 4012, paimamo da je
g =4011. Ako je p =3 dobija se nejednakost 6015 < g < 6018 itd. Dakle
traZeni razlomak sa najmanjim mogudéim imeniocem dobijamo za p =2,

P

odnosno on glasi — =
q

(1). Nejednakost (1) moZzemo zapisati u sledecem obliku

4011
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Dovoljno je dokazati, da je broj 12%2 + 9% djeljivsa 3i 5. Prvi dio je lak, jer su

brojevi 12 i 9 djeljivi sa 3, pa je i broj 12** + 9* dijeljiv sa 3. Dalje broj je djeljiv

sa 5 ako se zavrsava sa 0 ili 5. Iz jednakosti (12 2)21 =144% .144 zakljuéujemo
da se broj 144% zavrsava sa 6, a poslednja cifra 12 je 4. Poslednja cifra

broja 9% je 1. Konac¢no zbir 12%2 + 9% je broj koji se zavrSava sa cifrom 5, pa
je on djeljiv sa 5. Tvrdenje je dokazano.

Data su tri pravilna Sestougla sa stranicama a,,a, i a,. Potrebno je
konstruisati pravilan Sestougao tako da njegova povriina bude jednaka zbiru

33

povriina datih pravilnih $estouglova, tj. P = T(al2 +a’+al). Akosa a

oznacimo stranicu trazenog Sestougla, bice a’= al2 + a§ + 6132 (*). Duz a se

moze lako konstruisati primjenom Pitagorine tereme. ObiljeZimo sa t? zbir
prva dva sabirka desne strane napisane jednakosti (*), tj. t? = al2 + a§ , pase
pase t konstruise kao hipotenuza pravouglog trougla sa katetama a, i a,.

Dalje je a?=t?>+a?, pase akonstruise kao hipotenuza pravouglog trougla
sa katetama t i a;. Na kraju se konstruiSe Sestougao stranice a.

U ravni je dat paralelogram ABCD i nad njegovim stranicama sa spoljne
strane su konstruisani kvadrati AMNB, BPQC, CRSD i ADTK sa centrima

0,,0,,0,i O,. Treba dokazati
da je ¢etvorougao O,0,0, O,
kvadrat. UoCimo trouglove:
AO,0,, 0,0,B,0,C0,,0,0,D.
DokaZimo npr.

Z AO,O, = £0,0,B,jerje
AO, =0,B,0,A= B0, (kao
polovine dijagonala podudarnih
kvadrata), Z DAB=Z NBP (kao
uglovi sa normalnim kracima) i
£ 0,AQ, = Z0,BO, (sus). Iz
dokazane podudarnosti slijedi
0,0,=0,0, i

ZAQ0,0, = ZBO,0, ,odnosno
ZAQ,B = £0,0,0, =90° . Nastavljanjem postupka dukazujemo da su bilo
koja dva od navedenih frouglova podudarna, odnosno da je Cetvorougao
0,0,0, O, kvadrat.
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Oznacimo raznobojne ruze brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Uzmimo ruzu 1 i

6-5
formirajmo trojke na slededi nacin: 123, 124, ..., 167; takvih ima > =15,

5.4
zatim uzmemo ruzu 2 i formiramo trojke: 234, 235,..., 267; kojih ima 7 =10.

4.3
Dalje uzmemo ruzu 3 i formiramo trojke: 345, 346, ..., 367, kojih ima T =6,

3-2
pa uzmemo ruzu 4 i formiramo trojke 456, 457,i 467 kojih je T =3 inakraju

imamo trojku ruza 567, dakle 1. Konacno broj buketa —trojki iznosi
15+10+6+3+1=35. Prema tome moguce je napraviti 35 buketa sa po tri
raznobojna cvijeta.

VIl razred

Pomnozimo datu relaciju a? +b? +c¢? = ab + bc + ac sa 2 i dobijamo
jednakost a’—2ab+b? +b?—-2bc+c?+a?-2ac+c’ =0.Odavde je
ocigledno (a—b)? +(b-c)? +(a—c)* =0, pa dobijamo da je
a-b=b-c=a-c=0,t. a=b=c.

Data jednacina 2X3_ > +4/x* —8x+16 = % + %2 + X ; 4 je ekvivalentna

sa

2X-5 X—2 X-—-4

6 2

Za x> 4 jednacina se svodi na x=4, sio je jedno rieSenje jednacine. Za x<4
jednacina se svodi na 0=0, $to thaci da je svako X <4 rieSenje jednacine. Od
ovih rjeSenja skupu prirodnih brojeva pripadaju 1, 2 i 3. TraZena rjeSenja su

X {1, 2,3, 4}.

+|x—4|:g+
3

Neka je broj stolica sa 3 noge X , a broj stolica sa 4 noge Y . Tada je broj
uCenika usali X+ Y, paje ukupan brojnogu usali 3X+4y +2(Xx+Yy)=77.
Dakle, 5x + 6y = 77 . Jednacina ima tri moguca rie3enja: X=13, y =2iliX=7,
y=7ili X=1,y =12.
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4.

Povrsina dijela izmedu kruzne
linije dobijamo kao razliku
povrsina kruznog isjeCka i
trec¢ine razlike povriine trougla
i kruga K; .

Ako je kra¢a dijagonala prizme 8\/6 cm i ako ona sa M _
osnovom zaklapa ugao od 45°, onda je trougao
ACM jednakokrako-pravougli, pa je manja dijjagonala

86 _

[

|

[

[

|
osnove jednaka visini prizme d =H = f = 8J§0m. N
ST
lzd=ay3=83 slijedi a =8cm. Zapremina prizme je 7 d N

AN \....‘\
@- H = 2304cm”®. L

V =6a?

Republicko takmicenje 2007. godine
Vil razred
. 4 -
Duzina koraka brata je 5 duzine koraka sestre, pa ako brat po duZini vrta
napravi X koraka, sestra ¢e napraviti 5 X koraka. Ako sa Yy oznacimo broj

4
koraka koje napravi brat po Sirini vrta, sestra ¢e napraviti 5 y , dobi¢emo
sistem jednacina:

X+ﬂy—270
3
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ﬂX+y—290
3

Cije jerieSenje : X =150, ¥y =90.Paje: P= XYy .0.8.0,8 =8640 m'

Oznacimo sa P masu prazne posude, sa V masu vode. Tada je
p +80%V =88%2000.

80
Kako je, po uslovu zadatka, p + VvV =2000, to je 2000-V + —V =

88 4
:MZOOO, tj. 2000-1760=V - g V. Odavde slijedida je v = 12009, a

p =2000 - 1200
p =800g.

2 3 2 5 4 2 4 3 3 2
(X +X+#1)( X +X +1)-1=X +X +X +X +X +X+X +X +1
- 1=

5 4 3 2 4 3 2
=X +2X 42X 42X+ X=X(X 42X 42X +2X +1)=

4 3 2 2 2 2 2
XX +#2X° +# X )+ (X +#2X +1)= X( X (X +2X +1)+(X +2X +
)=
=X(X +1) J(X_ +1).Oiglednoje X(X +1) *(Xx  +1)<0zasvako X <O0i
X #-1

2 2
X(X+1) (X +1)>ozasvako X >o0.

Hipotenuza C pravouglog trougla jednaka je 2R, paje R =10cm). Kako je
r:R=2:5tojer=4cm.Sdruge strane c = a- r+b-r, Sto znacida je

2 2
atb =c+2r=28cm.Kakoje (a+b) 2=za”+b +2ab,to je
282 = a2 +b 2 + 2ab, odnosno B

784=a’ +b’ + 2ab. a-r
Saglasno Pitagorinoj teoremi Lo
2 2 2 a / N
a +b =c i r N
2 2 .
a +b =400, tj. | |
2ab =784-400 ri. r /
2ab =384. S~
Dakle, povrsina trougla je
P=ab:2=2ab:4= 384:4=96
P=96cm” .
Obim tog trougla je O = atb+c =(a+b) +c =28+ 20 =48.
O =48cm.
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5. Produzimo lukove sa centrima B i C do presjeka T,, kao $to je prikazano na
sl.2. Trougao BT T, je jednakostrani€an, u Sta se lako moZzemo uvijeriti. Povrsina

jednog lista nase ruze jednaka je povrsini P, odsjeCka nad tetivom TT

Kako je:

Plzlst ﬂ-BT2—3,aBT:g£:
6 4 3 2

a3

=

a3,

tadaje:P =3P, = ( (—)

a\/_ \/_ (a_2 _3a2\/§)_
3 4 36

a2 \/—
=— (2 7 -34/3).
2 @ )

av3
Obim frolisne ruze sadrzi tri luka kruznice poluprecnika T kojima

odgovaraju centralni uglovi od 60°, i tri duZi koje su jednake duzi MN na sl. Zbir
ova triluka je polovina obima kruznice istog poluprecnika. Kako je

a3 1 V3oL a3 73 -3a.

MN = 2(__Ea)_ a(?—a),tmeobmflgureO:T T +2a

Opstinsko takmicenje 2004. godine

Il razred

1. Svaka stranica unutrasnjeg pravougaonika kraca je za 2-5cm=10cm. Dakle,
obim unutradnjeg ruba iznosi: 120cm-4-10 cm=80cm.

2.  Neka je masa jedne cigle X. Iz uslova zadatka je 3-X+6=4-X+2.
RjeSavanjem dobijene jednacine je x=4kg.

3. Neka se to desi za X godina. Tada ¢e majka imati 35+ X, a kéerka 9+ X . Kako
mora biti 3-(9+x)=35+X, t. 27+3-Xx=35+X to je2-Xx=8. Dakle,
X =4 godine.

4, Ako jedan sabirak umanjimo za 84, a drugi uvecamo za 62 zbir se smaniji za
84-62=22 i sada iznosi 756-22=734. Kako je 734:2=367, to je prvi od brojeva
367+84=451, a drugi je 367-62=305. (Provjera : 451+305=756)
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5. Il razred: 240:2=120 ucenika
Il razred: 120:3=40 uCenika
| razred: 240-(120+40)=240-160=80 ucenika.

Opéstinsko takmicenje 2005. godine

Il razred

a)9:9+49-9=1  b) (9+9): (9+9) =1
€) (9.9:9):9=1 d)99:99 =1

2. Ako oznacimo sa X broj tegova od 3 kg, tada je 24- X broj tegova od 5 kg.
Na prvom tasu je 3- X kg, a na drugom (24 — x) - 5kg.
Otuda je 3X=(24-x)-5 . RjeSenje ove jednacine je X =15. Znadi, na jednom
tasu ima 15 tegova od 3 kg, a na drugom 9 tegova od 5 kg.

3. Ocu je 38 godina. Godine sinova su 8, 6, 4i 2. Ako ¢e kroz X godina otac
imati godina koliki je zbir godina sinova, dobijamo:
B+ X)+(6+ X)+(4+ X)+(2+X)=38+X
Rjesenje ove jednacine je X = 6. Inaci, kad ocu bude 44 godine toliki ¢e biti
zbir godina njegovih sinova.

4, Kako je a-b+c =986, vrijednost nhovog izraza je
(a-86)-(b-86)+(c-86)=a-b+c-86 =900.

5. Obim svake od njiva jednak je 320 : 2 = 160 m . Stranica kvadrata je
160 : 4 =40 m, a Sirina pravougaonika je 40 : 2 = 20 m . Druga stranica je
(160 - 2-20):2=60 m.

IV razred

1. To su brojevi oblika a*a. Cifra a moze imati 9 vrijednosti, a umjesto * moze
stajati bilo koja od 10 cifara. Dakle, takvih brojeva ima 9-10 =90.

2. 3805-a-b = 3805-(a+b) = 3805-1800 = 2005.

3. ) X / 64 !
! X / 56 I
! X / 40----1
Sa slike je oCigledno daje 3X + 64 + 56 + 40 = 310
3X =150
X =50

Dakle, prvi djecak je imao 114€ , drugi 106€ , a treci 90€ .
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Stranice tih kvadrata su po 10 cm, a obim po 40 cm. Jedan od kvadrata
imace novu stranicu 12 cm, a obim drugog kvadrata je 40 + 16 = 56, pa je

njegova stranica 56 : 4 =14 cm. Povrdina prvog kvadrata je 144 cm’, a
drugog 196 cm’, pa drugi kvadrat ima veéu povriinu.

Ivica kocke a =1224:12=102 cm. Povrsina kocke je P=6-102 =62424 cm’, a
zapremina V =102-102-102 =1061208 cm 3

Opstinsko takmicenje 2006. godine
IV razred

Koplje kosta 25-22=3 zlatnika, konj 25-15=10 zlatnika, a mac¢ 25-17=8 zlatnika.
Dakle, stit koSta 25—-(3+10 8)=25-21=4 zlatnika.

(2006+2004+2002+:+6+4+2) — (2005+2003+2001+--+5+3+1) =
( (2005 +1) + (2003 + 1) + (2001 + 1) +-+(5+ 1) +(3+ 1) + (1 +1)) -
-(2005+2003+2001+:--+5+3+1) =1+ 1+ 1+ -+ 1 =2006 : 2 = 1003

Neka naredne godine Jagoda ima X, a Nada X + 7 godina.Tada je
2 X=X+7, X=7.Jagodaima 6, a Nada 13 godina.

Ako je broj u€enika jednak X, ondajabukaima2 X +19ili100 - X, paje
2 X +19=100- X.Dakle, 3X =81, sto znaci da ucenika ima 27, a jabuka
100 -27 =73

= T o]

Povriina koja je dodata je 2:-a +2-a +4=144, pa je 2_|
4a=140, paje a=35cm, paje O=4-35=140cm, a a |
P=a-a=1225cm’ |
-

Opstinsko takmicenje 2007. godine

Il razred
Za jednocifrene stranice potrebno je 9 cifara. Dakle, 129 - 9 = 120 cifara je
upotrijeblieno na 120:2 = 60 dvocifrenih stranica. Prema tome numerisano je
ukupno 9 + 60 = 69 stranica.
20+ 3:5+38=20+15+24=159.
Kako je polovina ustvari dvije Cetvrtine, Matija je dvije Cetvrtine novca dao

Sari, jednu Cetvrtinu Jagodi i njemu je ostalo takode jedna Cetvrtinaili 25
eura. Dakle Matija je imao 100 eura.
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4.

Oznacimo izabrani broj sa X.
Tada iz
(X-10+10):10-10=1.
(X-10+10):10=10+1
(X-10+10):10=11
X-10+10 =11-10
X-10+10 =110
X-10=110-10
X -10=100
X =100:10

Stranica prvog kvadrata je 16 cm:4 = 4 cm, a stranica
drugog kvadrata je 36 cm :4 =9 cm. Sa slike je
ocCigledno da je stranica velikog kvadrata 4cm + 9 cm
= 13cm, njegov obim 4:13 cm =52 cm. Stranice dobijenih
podudarnih pravougaonika su4 cm i9 cm, pa su

njihovi obimi jednaki i iznose 2:(4 cm + 9 cm) = 26 cm.
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